IDEAS PARA EL AULA

Epsilon - Revista de Educacion Matematica 2019, n° 103, 71-87

Resolucion de problemas con la calculadora
grafica CG50

Lluis Bonet Juan
IES Mare Nostrum, Alacant
Ricard Peir6 1 Estruch
IES Abastos, Valencia
M?* Teresa Navarro Moncho
Cefire Cientific, Tecnologic i Matematic, Valéncia

Resumen: En el curriculo de Educacion Secundaria y Bachillerato se cita expresamente
el uso de la calculadora grdfica en el area de matematicas. Sin embargo, gran parte del
profesorado no solo no la utiliza como recurso, sino que ademas la prohibe. Pero su uso
como recurso didactico posibilita un cambio en la metodologia del aula favoreciendo en
el alumnado la actividad investigadora y creadora a través de trabajos dirigidos y enun-
ciados detallados. Ademads, facilita la observacion y la toma de decisiones manejando
estrategias diversas para obtener los resultados, analizarlos y ser criticos con ellos.
Palabras clave: competencia matematica, calculadora grdfica CG50, resolucion de
problemas.

Troubleshooting with the CG50 graphing
calculator

Abstract: The curriculum of Secondary Education and Bachillerato mentions expressly
the use of the graphic calculator in the area of mathematics. However, a great part of the
faculty does not only ignore them as a resource, but they prohibit their use in the class-
room; not taking into account that their use as a didactic resource makes it possible to
change the methodology of the classroom; favouring the research and creative activity
through directed and detailed formulations. Besides, it facilitates the observation and
decision making by handling a variety of strategies to obtain the results, and eventually
analyse and be critical to them.
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INTRODUCCION

Actualmente son los paises que incorporan y potencian las metodologias activas y el uso
de las nuevas tecnologias en sus aulas, los que estan consiguiendo unas mejores valora-
ciones de sus sistemas educativos.

Nada nuevo si se tiene en cuenta que han pasado ya casi diez afios desde aquella Ep-
silon 76 del afio 2010 donde nuestro compaiiero Maurici Contreras daba cuenta de la me-
jora de la competencia matematica a través de la resolucion de problemas haciendo uso
de herramientas como la calculadora grafica, ademas de otras experiencias de aula en
este mismo nimero.

El Curriculum de Bachillerato, en vigor desde hace algin afio mas, pone de mani-
fiesto que “La resolucion de problemas como contenido y método es un objetivo priori-
tario [...] El alumnado ha de aprender matematicas utilizandolas en una gran variedad de
contextos [...] que ayuden a entender el mundo cambiante que nos rodea y a tomar deci-
siones tanto en la vida diaria como en la futura vida profesional [...] El uso de recursos
didacticos y materiales variados como calculadoras cientificas y graficas, programas de
geometria dindmica y otros, materiales digitales didacticos y recursos en la red, ofrecen
la oportunidad de disefiar escenarios de aprendizaje enriquecidos para que los estudian-
tes perciban las matematicas como una ciencia experimental y un proceso exploratorio
significativo dentro de su formacion”

Las preguntas que nos planteamos son jen qué situacion nos encontramos actual-
mente en Espafia?, y sobre todo ;jhacia donde nos dirigimos?

La casi total desconexion que existe entre Universidad e institutos y la prohibicion del
uso de calculadoras graficas en la mayoria de las comunidades autonomas en las prue-
bas de acceso a la universidad no contribuye a la formacion del profesorado en la utiliza-
cion de este ni de otros recursos tecnologicos que pueden contribuir en la ansiada mejora
de nuestra labor docente y de la competencia matematica de nuestro alumnado (figura 1).

Pero existen otros factores como el nimero de horas de docencia directa de Matema-
ticas y nuestro propio modelo de ensefianza que nos hacen pensar y reflexionar sobre qué
es lo que esta ocurriendo y como se estan haciendo las cosas en los paises vecinos como
Francia, Alemania, Portugal..., 0 aqui mismo en Espafia en el Bachillerato Internacional.
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A finales del afio 2018 la Federacion Espafiola de Sociedades de Profesores de Mate-
maticas hizo publico un informe sobre el uso de calculadoras en las pruebas de acceso a
la Universidad'. El informe recoge las desigualdades de las calculadoras permitidas entre
las diferentes comunidades autonomas y entre los diferentes tipos de bachillerato, a pesar
de que el distrito es tnico. Pone de manifiesto que los paises con mejor nota en el in-
forme PISA permiten usar calculadoras en el aula y en los exdmenes, tal como defienden
instituciones como el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) o la Comi-
sion Internacional de Instruccion Matematica (ICMI) que aunque no se posiciona sobre
el uso de las calculadoras desde su web son numerosas las publicaciones y contribucio-
nes presentadas en el Congreso Internacional de Educacion Matematica (ICME), ava-
lado y organizado por esta comision, que defienden el uso de este recurso en cualquier
etapa educativa de forma similar a como lo hace el NCTM.

También nos recuerda que “Las matematicas no consisten en hacer muchas opera-
ciones, sino en saber qué operaciones hay que hacer, en qué orden, con qué objetivo y la
calculadora contribuye a crear este pensamiento matematico. La calculadora, de hecho,
es una herramienta didactica que sirve para simplificar los calculos, pero no tiene la ca-
pacidad de pensar. Actualmente en los problemas planteados en las pruebas de acceso
a la universidad la calculadora es un recurso indispensable que descarga al alumno de
operaciones rutinarias, con el fin de que dedique mas tiempo a analizar, interpretar y ra-
zonar sus respuestas.”

Ante este marco tan desolador, solamente nos queda luchar por una educacién de ca-
lidad, sin agravios, ni dentro ni fuera de nuestro pais, para todo nuestro alumnado. Con
el objetivo de contribuir en la mejora de la ensefianza de las matematicas presentamos
algunos ejemplos de problemas resueltos con la ayuda de una calculadora grafica, pues
sabemos y asi lo avalan muchas investigaciones, que la utilizacion de la calculadora gra-
fica como recurso didactico posibilita un cambio en la metodologia de aula favoreciendo
en el alumnado la actividad investigadora y creadora a través de trabajos dirigidos y
enunciados detallados. Ademas su uso facilita la observacion y la toma de decisiones
manejando estrategias diversas con las cuales alcanzar los resultados para finalmente
analizarlos y ser criticos con ellos.

Las diferencias con Francia en cuanto al nimero de horas dedicadas a la ensefianza de
las matematicas desde 4° de ESO hasta 2° de Bachillerato y el tipo de calculadora que se
permite el las pruebas de acceso a la Universidad se recogen en la tabla 1.

El siguiente problema es una adaptacion de un problema extraido del Mathématiques
Terminale de Dudarte y Verlant (2010, p.308). En la resolucion que publicamos se mues-
tra como el uso de la calculadora pone el énfasis en el razonamiento y el pensamiento
critico y no en los calculos.

1. Descargable en <https://fespm.es/index.php/2018/12/06/el-uso-de-calculadoras-en-las-
pruebas-de-acceso>.
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Tabla 1. Tabla comparativa del nimero de horas de matematicas en los cursos superiores de la

ESO y bachillerato.
Espafia | 4° ESO 1° BACH CIENCIAS 2° BACH CIENCIAS
4 horas/semana 4 horas/semana 4 horas/semana
Francia | SECONDE PREMIERE TERMINALE
4 heures/semaine | SCIENTIFIQUE SCIENTIFIQUE
4 heures/semaine 6 heures/semaine
Calculatrice graphique obli- (+ 2 h/sem si spécialité)
gatoire avec mode examen Calculatrice graphique obli-
gatoire avec mode examen

La tabla siguiente presenta el nimero de muertos en accidente de trafico en las carre-
teras de Francia entre los afios 2011 y 2017 y se observa como el numero de muertos ha
ido disminuyendo considerablemente.

Aifio 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017
I 2 3 4 5 6 7
Rango afio

Yiu 8160 7655 6058 5530 5318 4942 4838
N° muertos

a) Representa graficamente la nube de puntos y realiza un ajuste lineal. A partir de
este modelo ¢cual es el nimero de muertos en accidentes de carretera que se pre-
vén para 20207

b) Considera el modelo logaritmico f{x)=a+b - Inx en el intervalo [1, 15]. Justifica
que la funcion es decreciente en este intervalo e indica cudl es el nimero de muer-
tos que este nuevo modelo prevé para 2020.

¢) Alavista de los dos modelos, ;cudl no permite obtener una prevision realista para
2025?

a) El Menu 2: Estadistica permite introducir las dos variables y representar grafica-
mente la nube de puntos con la que realizar el ajuste:
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E

Eadormd [dre]fbi
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1
INTR | DIST [I=3!

Figura 2

Desde GRAPH se selecciona GRAPHI1:

[E13] o) [E7e) b
Liet 1 | Ligt 2 | Ligt 3 | List 4 guoop
U3 anoaf B
1 8160 a
2 2 TBEE Tacar 1
3 3 GOE8 snonk o
4 4| BE30 L I
1 SO0NF o ]
[GRAPHT) GRAPH2 GRAPHS FEIEH)
Figura 3

Se selecciona CALC para escoger la regresion lineal pulsando en X'y el modelo y =

a-x+b:
[d7e] a=b) (dre)hl
k- L anoal
BON o oGk o
o a
FA08 FOCAE 1
GO0 o ={nlnle] ]

o o
sam L L u . snnk L o -
VAR WMed I ¥ I X I &> 1| |(axtbi(a+hx]

Figura 4

En los resultados de la regresion lineal se obtiene un modelo de recta decreciente que
ajusta los datos con un coeficiente de correlacion cercano a —1: 7= — (,9396 y cuyo co-
eficiente de determinacion es: 72 = 0,8828.
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Se selecciona COPY que permite guardar la recta en Y1 pulsando ENTER y poste-
riormente DRAW:

E FadFornd (475
egLineaIiax+b)
.14285
=83T6 14285
r =-0.,9395959
rz=0,88284053
M5e=2406685 . 428

y=ax+b
[COPYI(DRAW]
B BadForn]l [d7c)fasb]
-y- -
. 3
T8
H""-\.
H“‘“H
- S
" e
. e
[2x+b |[a+hx ]
Figura 5

Para calcular la estimacion de muertos en accidente de trafico con este modelo se se-
lecciona el Ment 1 y al sustituir en la funcidn se obtiene una estimacion de 2614 muer-
tos para el afio 2020:

B HahFadfom] [d7c]@b]

¥1 (10
0 2614.714286

LY | r [ Xt ]Vt [ X

Figura 6
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b) Se realiza ahora el ajuste con el modelo logaritmico propuesto:

B RadFomd [d7c]fa+b]

£ Radorml [d7c]fab]

L

=]
X7 ][ Tog INEGEPower] Sin T > ]

Regresién logaritmica

a =8367.79556
b =-1885.4269
r =-0.,974747

rz=0,9501318
MSe=105000.119

v=a+b- lnx
[COPY[DRAW]

Figura 7

Este nuevo modelo presenta unos coeficientes de correlacion y de determinacion me-
jores que el modelo lineal. Se guarda esta nueva funcion en Y2 y se representa grafica-

mente para observar el ajuste:

g Eedforn] (dFe)e=E)

Fune. graf. Y=

YIS-076.142857141—1

] Eadbornd (d7c]fz=E

- "ﬂﬂ-_\__\n_
X4 DEEHEI' Power] Sin 1L B |

Figura 8

Se calcula ahora el nimero de muertos previsto para 2020 con este nuevo modelo que
resulta ser de 4026, bastante diferente al dato obtenido con el modelo lineal:

2614.714286
4026.439584

LY | [ XtI Yt [ X

Figura 9
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Desde el Menu 7: Tabla se pueden analizar los valores de la primera derivada de Y2
en el intervalo [1,15] y constatar que siempre son negativos (funcion decreciente):

B FaRadluml [dic]Eh] B [Fe)E]
Tabla func. Y=
Y1=-576.14285714[ =] R e Bd
Y2-8367.795564941 ) 1885
2 =042.7
YE x=x [—1 3 -628.4
[ =] 4 -471.53
1
@ﬁ-m VR DFLFTE) ROW (RS et Baigehy
Figura 10

Ala vista de los dos modelos se pregunta por una prevision realista para el afio 2025.
Para ello, de nuevo en el Menu 1 se hacen las estimaciones con cada modelo:

B MatRadMorn] [dic]fab]

Y2(10
4026 .439584

Y1153
-266

Y2(15)
- 3261.964743
LY | r [ Xt Yt [ X

Figura 11

Se observa que las limitaciones del modelo, en el caso de la regresion lineal, propor-
cionan un resultado sin sentido en el contexto.

El sistema educativo portugués ha experimentado una considerable mejora con una
apuesta por la innovacion, la reorganizacion de los curriculos y el reconocimiento so-
cial del trabajo docente. Si los paises que estan haciendo una mayor apuesta por la edu-
cacidn, en general incorporan las TIC como recursos para la mejora del aprendizaje de
las matematicas, fomentan la creatividad de sus estudiantes que forman parte activa en
los procesos de su aprendizaje, potencian el trabajo colaborativo y el sentido critico, en-
tonces la calculadora grafica es un elemento que encaja a la perfeccion dentro de este
esquema en lo que a nuestra materia se refiere, apostando a la vez, claro esta, en la for-
macion del profesorado para que pueda dar cumplida respuesta a las necesidades en el
aprendizaje del alumnado.

El siguiente problema es una adaptacion de un problema extraido de Mathematics
for the international student 10E (MYP5 Extended) (2014, p.480). La resolucion con la
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calculadora evita tener que realizar los calculos manualmente y disponer de este tiempo
para razonar, tomar decisiones e interpretar los resultados.

La fraccion de la Luna que esta iluminada por la noche viene dada por la funcion:

M(t)=lcos m +l
2 15) 2

donde 7 es el tiempo en dias desde el 1 de enero.

a) Dibuja la grafica de la funciéon cuando .

b) Calcula la fraccion iluminada de la Luna los dias:
i) 1 de enero
i1) 6 de enero Figura 12
iii) 31 de enero
iv) 21 de febrero

¢) (Cuantas veces hay luna llena? ;Qué dias pasa?

d) ¢(En qué fechas de enero y febrero la Luna no esta iluminada en absoluto?

e) (En qué dias la luna esta en cuarto creciente?

f) (En qué dias la luna estd en cuarto menguante?

La modelizacion de la iluminacion de la Iuna es una funcién circular y si no se re-
presenta la funcion no se pueden resolver la mayoria de las cuestiones del problema. Sin
embargo, con la ayuda de la calculadora se pueden resolver graficamente todas las cues-
tiones que se plantean.

Se observa en primer lugar, que las medidas angulares se expresan en radianes (nu-
meros reales).

Se establece para =0 el 1 de enero. (n’ t] 1

1
Con el Menu 5: Grafico se representa la funcion M(¢) = ECOS +—:

15) 2

B HathRadMornd oy B HatARadfemi o
Fune. graf. :¥Y= ki
x 1

1
Y152005 1513 =] Ve
Y2 [— 1
'l“: r—-l
L] 051D1Lu253035mi§5u55
&ﬁmmm

Figura 13
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b) El 6 de enero se corresponde con =5, el 31 de enero con =30, el 21 de febrero

con =51:

[EXE]: Mostrar coordenadas

[EXE]: Mostrar coordenadas

Vi=fla2)cos ((nx)a16)+(112)

Yi=la2)cos ((nx)a15)+(112)

[EXE]: Mostrar coordenadas

B [EXE]: Mostrar cocordenadas

g
-
il

7l a2)cos ((nx)ul15)+(112)

Yi=fli2)cos ((nx)115)+(112)

(301}

| | N | | | i | =
0 ol © 10 18 zo 25 a0 35 40 eat v
¥=3 ¥=51 ¥=0.3454915028
Figura 14

A partir de los resultados obtenidos graficamente se concluye que el 1 de enero hay
luna llena. EI 6 de enero la iluminacion de la luna es 0,75 y hay luna decreciente. El 31
de enero hay luna llena. Y el 21 de febrero solamente hay 0,35 de luna iluminada y luna
creciente.

80
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Con el Menu 7: Tabla, también se pueden calcular todos los valores dia a dia:

B  HatiRadforn] (dic)fasbl

X Y1

1
1 0.888
2 0.9587
3 0.9048B

0
ORMULA (EDIT ) GPH-CON)[GP-PLT]

B HatRadforn] [dic)asbl

hd _v1
0.8345

0.76
0.6545
B o.c52¢

7
ORMULA [EDIT (GPH-CON)GPA-PLT]

@ O

B HathRadfornl] [dFc)fasb]

X Y1
8 0.4477
8 0.3454
10 0.26

0.16564 11
[N DELETE [ EDIT ) (GPH-CON) [GPH-PLT

B HatRadforn] [dic)fasbl

X Yl

12 0.0954
13 0.0432
14 0.0108

0 15
(N DELETE _EDIT J{GPH-CON||GPH-PLT]

Figura 15

Desde el Menu 5: Grafico se puede dar respuesta a todas las preguntas sobre las fases
de la luna. La luna llena es el méximo y la luna nueva el minimo. El cuarto creciente

. 1 .
se obtiene cuando M(t)= 2 y la gréfica es creciente y el cuarto menguante cuando

1 .
M(t)= 2 y la gréfica es decreciente:

B [EXE]: Mostrar coordenadas

[El [EXE]: Mostrar coordenadas

Yi=tla2)cos ((nx)a16)+{112)

D& S 10 15 20 25 30 35 40 45 50 HAX
¥=6,35783038e-8 V=1

Y1=t1a2)cos ((nx)a156)+(1.2)

/]

LEE-T 1Y

20,1}

T

Figura 16
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¢) Hay dos veces luna llena, los dias 1 y 31 de enero.
d)

]

[EXE]: Mostrar coordenadas

[EXE]: Mostrar coordenadas

>

fu—

Y1=fla2)cos ((nx)ul1B)+{112)

7

5 20 25 90 35 40 A
¥=0

=
*MiN

Y1=fl.a2icos ((nx)a16)+(1.2)

-

fra—

F ) By
20 25 30 35 40 3%

¥=0

X=45

Figura 17

La luna no esta iluminada los dias 16 de enero y 15 de febrero.

e 1)

]

[EXE]: Mostrar coordenadas

[EXE]: Mostrar coordenadas

¥1=

/

7l 32)cos ((nx)J16)+(112)

X9

Y1=f1.2jcos ((nx)a16)+(1.2)

Figura 18

El cuarto creciente se produce el 21 de enero y el 20 de febrero.

[EXE]: Mostrar coordenadas

[EXE]: Mostrar coordenadas

¥1s

7112)cos ((nx)a16)+(122)

Y1=0142)cos ((nx)a16)+(122)

82

Figura 19
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El cuarto menguante se produce el 11 de enero y el 10 de febrero.

La matematizacion del contexto de ensefianza-aprendizaje se impulsé a partir de la
década del setenta del siglo pasado con la Educacion Matematica Realista (EMR) ba-
sada en la idea de Freudenthal (1973, 1991) de las matematicas como actividad humana.
El punto de partida de la matematizacion del contexto es la seleccion de un contexto real
o realista, cuyo objetivo es partir de las situaciones abordar diversos conocimientos ma-
tematicos. Es evidente que los contextos reales o realistas deben estar presentes en las
aulas de todas las etapas educativas. Sin embargo, hay que tener en cuenta que ensefar
competencialmente las matematicas no significa quedarse en lo concreto, sino que a tra-
vés de la actividad matematica el alumnado debe conseguir formalizar de manera progre-
siva su conocimiento matematico. La formalizacion o abstraccion de muchos conceptos
matematicos requiere que esta se haga de forma descontextualizada o que el contexto sea
matematico. Por ello es también importante plantear situaciones o problemas, que en un
contexto matematico, permitan al alumnado explorar, razonar y conectar las ideas ma-
tematicas dentro de las matematicas. La siguiente actividad pretende mostrar como la
interpretacion geométrica de un sistema de ecuaciones lineales contribuye a dotar de sig-
nificado su resolucion y a conectar el algebra con la geometria.

x+y—-z=3
Resolver el sistema de ecuaciones lineales { 2x—y—z=4
4x+y—-3z=2

Interpretar geométricamente el resultado.

Con la calculadora grafica se pude resolver el sistema de dos maneras:
1. Por el método de Gauss.
Se define la matriz ampliada del sistema:

1 1 -13
A= 2 -1 -1|4
4 1 =32
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y se triangulariza usando la calculadora:

[E] RadForni] (d7c)fashl
A 1 2 3 4
1 1 1 =1 3
2 2 -1 =1 4
3 4 1 -3
2 I
ROW-0P] ROW JCOLUMN/NasIA [ Mat [Mat>Lst| Det [ Trn [Augment/IEE
Figura 20

De la ultima fila se deduce que el sistema es incompatible.

2. Directamente con el Menu A: Ecuacidn:

B HatiDedFornl (dFclart]
an X+bn Y+CE Z=dn " an X+bn Y+Cn Z=dn

17 R 1 -1 31||Sin solucioén

2 2 -1 -1 4

3 4 1 -3 yd

1
[SOLVE] [CLEARICEDIT] [REPEAT]
Figura 21

Para interpretar el sistema geométricamente, se debe saber que una ecuacion lineal
con tres incognitas es un plano en el espacio.

Con el Menu K: Grafico 3D, se define la ecuacion de cada uno de los tres planos y se
representan graficamente:

B [athRadMornl [dFc]arb] B [HathlDeslForml) [d7c)fashl

Grafico 3D 7

2HPl ano [—] )\
2 ¥+ -1 ¥

& =1 Z+ =4 =0

[SELECT)DHTAf3 [DRAW] 7

Figura 22

En la pantalla grafica se observa como los tres planos intersectan dos a dos en una
recta'y por tanto el sistema no tiene solucion. El problema puede finalizar con esta obser-
vacion, ahora bien, cuando se trabaja en un entorno de resolucion del problemas lo mas
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importante no es llegar a dar una respuesta, sino aprender todo lo que se pueda de la si-
tuacion. Es posible que el alumnado no sepa como seguir aprendiendo en esta situacion
concreta, pero como docentes tenemos la responsabilidad de que aprenda a hacerse pre-
guntas y en el caso de que esto no suceda, no tenemos mas remedio que lanzarlas no-
sotros. Por ejemplo, ;como seran las rectas que se obtienen de las intersecciones de los
planos dos a dos?

Con la ayuda de la calculadora la obtencion de las ecuaciones de las rectas es una
tarea rapida y sencilla por lo que nos deja un tiempo inestimable para la reflexion.

Se determina la recta interseccion de los planos dos a dos:

B [FathBegdFornd [l

lfPIanu

2: Plano /Lz\ x=—-2a
¥ 3

X
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¥=0.B8666-

e -5\\

Figura 23
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De las ecuaciones paramétricas se deduce que las tres rectas son paralelas (observar

los vectores directores de las tres).

Se puede comprobar graficamente que las tres rectes son paralelas:

[drc)farb]

thihied en

Figura 26

Se puede estudiar ahora la posicion relativa de las tres rectes y comprobar que las rec-

tas son paralelas dos a dos:

B HathiDegornl [(dc]fatbi [HathDegforml) [dic)fathi]
%: Recta 1: Recta
: Recta 3: Recta
A A
5 5
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5
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Z
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Figura 27
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CONCLUSIONES

Analizar los diferentes modelos funcionales; manipular el lenguaje algebraico para re-
solver situaciones de ambito cientifico con el apoyo de medios tecnologicos que ayu-
den a interpretarlas y dotar de significado las ideas matematicas; utilizar los elementos
de la geometria, sus propiedades y operaciones para resolver situaciones geométricas en
contextos reales o realistas y también en contextos académicos; analizar distribuciones
estadisticas bidimensionales utilizando los parametros estadisticos mas usuales con la
tecnologia mas adecuadas para tomar decisiones en contextos cientificos son, entre otros,
contenidos para la evaluacién de la competencia matematica, de la competencia digital y
de la competencia basica en ciencia y tecnologia, dentro del curriculo de bachillerato y
donde se cita expresamente el uso de la calculadora grafica.
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