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RESUMEN: En este articulo presentamos un estudio teorico realizado en el marco de
una investigacion en torno a las desigualdades en matemdtica, cuyo proposito es contri-
buir a mejorar la calidad de su enserianza.

Realizamos un estudio fenomenologico que consiste en indagar en textos de matemdatica
avanzada el tratamiento del tema, con la finalidad de identificar fenomenos matemdti-
cos organizados por el concepto de desigualdad. Los fendomenos matematicos que en-
contramos a partir de las definiciones formales son: la ordenacion, la especificacion y
la generalizacion. Ademas analizamos en los textos los tipos de tareas propuestas para
abordarlos. Consideramos que los fenomenos se vinculan con las tareas de: compa-
racion de expresiones, resolucion de inecuaciones y demostraciones de desigualdades
absolutas.

Reflexionamos respecto del tipo de experiencias que es necesario ofrecer a los estudian-
tes para que construyan buenos “objetos mentales” (Freudenthal, 2002) de la desigual-
dad matematica.

PALABRAS CLAVES: Fenomenos,; concepto de desigualdad, andlisis de textos; ma-
temdtica elemental; matematica avanzada

Some mathematical phenomena organizing the
concept of inequality

Abstract: In this article we present a theoretical contribution as part of an investigation
about the inequality, in order to help to improve the quality of the teaching of this theme.
We do a phenomenological study that consists on researching in texts of advanced math-
ematics, with the objective of identifying mathematical phenomena organized by the con-
cept of inequalities in mathematics. The mathematical phenomena that we find from
formal definitions are: ordering, specification and generalization. We also analyze in the
texts the types of tasks proposed to deal with them. We consider that the phenomena are
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linked to the tasks of: comparison of expressions, resolution of inequalities and demon-
strations of absolute inequalities.

We reflect on the type of experience that is necessary to offer students to create optimal
“mental objects” (Freudenthal, 2002) of mathematical inequality.

KEYWORDS: Phainomenon; concept of inequalities, textbook analysis; elementary
mathematics;advanced mathematics

INTRODUCCION

En nuestras practicas como docentes de las asignaturas del primer curso de la for-
macion inicial del Profesor en Matematica, observamos recurrentemente las dificultades
que se presentan en la comprension de algunas definiciones y procedimientos que devie-
nen del uso y analisis incorrecto de las desigualdades.

Algunos de estos problemas se observan en el tratamiento de la definicion de limite
de una funcion, en los procedimientos de acotacion, en la comparacion de expresiones
algebraicas y en otras nociones relacionadas con el calculo y el algebra.

Uno de los procedimientos propios del calculo es la acotacion que requiere un uso
habil de las desigualdades. Segin Noriega (1991, p. 99), es tan importante en el Analisis
Matematico la acotacion que hay quienes dicen que “hacer Andlisis es acotar”. Como
afirma Sinaceur (1992) fue Weierstrass quien eliminé del lenguaje del andlisis toda rela-
cion con el movimiento. Considera que frases como “una variable se acerca a un limite”,
que recuerdan las ideas temporales de Newton, fueron transformadas en desigualdades,
intentando basarlas estrictamente en el manejo puramente algebraico de estas. Ademas
agrega el autor que se debe al mismo matematico la definicion de continuidad que hoy
se llama épsilon-delta. Destaca que en su obra de 1968, Jean Diudonné define explicita-
mente el calculo infinitesimal como “un aprendizaje en el manejo de las desigualdades”,
un aprendizaje que puede resumirse en tres palabras: “minorizacion, mayorizacion, apro-
ximacién”. Claramente estos tres procedimientos requieren destreza en el trabajo con
desigualdades.

Estas cuestiones se ven claramente observadas por Artigue (1995) cuando propone
desarrollar investigaciones que se ubiquen en la transicion algebra-célculo, ya que con-
sidera que no existe un paso natural entre estos dominios sino que se da un desarrollo
cadtico provocando una ruptura que impacta en la comprension de los temas del calculo.
Consideramos que las desigualdades constituyen uno de los temas que forman parte de
esta transicion por lo que en este articulo abordamos su estudio desde el punto de vista
fenomenoldgico, en el sentido de Freudenthal (2002).

Algunas investigaciones en torno a las desigualdades estudian las dificultades de los
estudiantes al abordar el trabajo con desigualdades y formulan propuestas para mejo-
rar el tratamiento en el aula. Tal es el caso de Diez (1996), Malara, Brandoli y Fiori
(1999), Tsamir y Almog (2001), Garrote, Hidalgo y Blanco (2004), Garuti (2003), Kie-
ran (2004), Sackur (2004), Alvarenga (2006). Otras se dedican a indagar concepciones
de estudiantes y docentes sobre el tema, como por ejemplo, Borello, Farfan y Lezama
(2008), Borello (2010) y Halmaghi (2011). Asimismo otros autores estudian las dificulta-
des de los estudiantes en el aprendizaje de las nociones del calculo como Artigue (1995),
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Tall (1995), Azcarate y Camacho (2003) y Calvo (2001). Como Artigue (1995) afirma,
generalmente se han atacado los problemas de incomprension del calculo con reformas e
innovaciones al interior del mismo, sin estudiar todo el proceso que le antecede.
La investigacion realizada tuvo como objetivos:
e Describir los fendmenos que organiza la desigualdad matematica.
* Identificar las tareas que se vinculan con los fendmenos, en relacion con las cues-
tiones que necesita construir el estudiante en la etapa elemental' para comprender
mejor la matemadtica en la etapa avanzada.

En este articulo presentamos una pequefia parte de un estudio mas amplio que realiza-
mos focalizado en los fenomenos que organiza el concepto de desigualdad matematica.
Dicho estudio const6 de dos etapas. En la primera, realizamos un estudio fenomenolo-
gico que consiste en indagar en la historia de la matematica, en la opinion de investi-
gadores y en textos de matematica avanzada con la finalidad de identificar fendmenos
matematicos organizados por el concepto de desigualdad. El hallazgo de estos fenome-
nos constituye un aporte inédito de dicho trabajo. Con este insumo, en la segunda etapa
analizamos el tratamiento del tema en la escuela secundaria, a partir del estudio de opi-
niones de docentes, libros escolares y producciones de estudiantes.

En este trabajo se pretendio proporcionar un aporte tedrico con un estudio fenomeno-
logico de la desigualdad matematica y un aporte practico, con el propdsito de contribuir
a mejorar la calidad de la ensefianza del tema.

El objetivo de estos aportes es reflexionar en torno a las condiciones requeridas para
que los estudiantes construyan buenos “objetos mentales” (Freudenthal, 1983) de la des-
igualdad durante la etapa elemental, para abordar en mejores condiciones el estudio de
nociones matematicas en la etapa avanzada.

Nuestro interés en este articulo es describir el andlisis de libros de texto de mate-
matica avanzada y presentar los fendmenos matematicos que encontramos. La inves-
tigacion se realizd en el contexto de ensefianza de precalculo en Santa Fe (Argentina),
especificamente, el caso de estudio es la cohorte 2012 del primer afio del Profesorado de
Matemaética de la Facultad de Humanidades y Ciencias de la Universidad Nacional del
Litoral. Por lo tanto, las conclusiones reflejan las caracteristicas del proceso educativo
que impacta a esta poblacion estudiantil. Los libros seleccionados para el analisis son los
que utilizaron dichos estudiantes para el abordaje del tema.

MARCO TEORICO

El marco tedrico en el que basamos nuestro estudio proviene principalmente de la
perspectiva de Freudenthal (2002). Este autor afirma que los conceptos, ideas y estructu-
ras (en la mente) sirven para organizar fenomenos del mundo fisico, social y mental. La
fenomenologia de un concepto, estructura o idea matematica significa describirlo en su

1. Adoptamos de Calvo (2001) la distincion entre etapa elemental y etapa avanzada. La primera tiene
lugar en las clases de matematica hasta la escuela secundaria obligatoria, y la segunda esté asociada a la en-
seflanza matematica universitaria.
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L FENOMENO
e Lo experimentado
En la mente
Lo que es objeto de
Concepto de nuestra experiencia
desigualdad con desigualdad

Figura 1. Términos de Freudenthal.

relacion con los fendmenos para los que fue creado y a los que ha sido extendido en el
proceso de aprendizaje de la humanidad. Cuando esta descripcion se refiere al proceso de
aprendizaje de las generaciones jovenes, se habla de fenomenologia didactica, que con-
siste en una manera de mostrar al profesor los lugares en los que el alumno puede entrar
en el proceso de aprendizaje.

Propone comenzar por los fendémenos que solicitan ser organizados y desde aqui en-
sefar a manipular los correspondientes medios de organizacion. En el proceso de cons-
truccion del conocimiento matematico, como se muestra en el Figura 1, distingue entre
fenomeno y noumeno. En palabras del mismo Freudenthal (2001):

Los objetos matematicos son noumena, pero un trozo de matematicas puede ser experi-
mentado como un phainomenon, 1os nimeros son noumena, pero trabajar con numeros puede
ser un phainomenon. (p.1)

e Fenomeno: es aquello que se comprende a través de la experiencia, que queremos
comprender y estructurar.

e Noumeno: corresponde a las entidades de pensamiento, las ideas con las que or-
ganizamos tal fendmeno. Es decir, lo que es capaz de concebirse con la mente.

Una discusion detallada sobre estos términos e ideas de Freudenthal se encuentra en
Puig (1997).

En su postura didactica Freudenthal asume que el objetivo de la accion educativa en
el sistema escolar ha de ser basicamente la constitucion de buenos objetos mentales y
solo en segundo lugar la adquisicion de conceptos tanto temporalmente como en orden
de complejidad.

En nuestra investigacion nos proponemos encontrar los fendmenos matematicos que
son organizados por el concepto de desigualdad.
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Noumeno:
Objeto del
pensamiento

Nuestra
investigacion
v

Concepto de
Desigualdad

I

Fenomeno: aquello de
lo que tenemos
experiencia

Fenomeno matematico
objeto de nuestra
experiencia matematica

Tarea
problemas matematicos en
los que tiene sentido
utilizar el concepto de

Figura 2. Términos en ¢ esliel A

nuestra investigacion.

En el Figura 2 mostramos los sentidos con los que utilizamos los términos en nues-
tro estudio. La expresion concepto de desigualdad para noumeno, es decir lo que esta en
la mente del estudiante referido a la desigualdad. Con respecto a los fenémenos optamos
por describir los del tipo matematico, aquellos de lo que tenemos experiencia matema-
tica. En los textos analizados se presentan distintas tareas, llamamos asi a los problemas
cuya resolucion se vincula con los fenomenos analizados.

ASPECTOS METODOLOGICOS

En el marco de la modalidad cualitativa (McMillan y Schumacher, 2005), llevamos a
cabo una investigacion no interactiva, consistente en el andlisis de libros de texto con el
fin de identificar los aspectos enfatizados en el desarrollo de las desigualdades matemati-
cas. Los documentos de estudio son los textos de matematica avanzada utilizados por los
estudiantes del primer afio de la Formacion Inicial de Profesorado en Matematica, por lo
que se trata de un muestreo intencionado.

Para el desarrollo de la fenomenologia didactica de la desigualdad seguimos el cri-
terio adoptado por Claros Mellado (2010) y Sanchez Compaiia (2012), quienes realizan
una busqueda de fendmenos (del limite finito de una sucesion y de limite finito de una
funcién en un punto, respectivamente) que surgen directamente de las definiciones for-
males, en nuestro caso las propuestas por los textos de matematica avanzada.

Los objetos matematicos suelen presentarse en los textos mediante una definicion;
generalmente unido a la misma esté el procedimiento en el que entran en juego las rela-
ciones y propiedades que los involucran. Indagamos en la definicion que presentan estos
textos con el objetivo de analizar los fendmenos matematicos que organizan. El estu-
dio tiene un caricter exploratorio y la categorizacion inicialmente es inductiva. Para la
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descripcion detallada de los fendmenos recurrimos a herramientas teéricas que ayudaron
a precisar y ampliar la fundamentacion de la categorizacion, de modo que ésta adopta un
caracter inductivo-deductivo.

Seleccionamos los libros que corresponden a la bibliografia basica que contiene el
tema desigualdades en los planes de catedra de las asignaturas Matematica Basica y
Calculo 1, del primer afio de la Formacion Inicial del Profesorado en Matematica (ver
Tablal). Recordemos que dicha busqueda la restringimos especificamente a aquellos fe-
ndémenos del tipo matematico.

Tabla 1. Libros analizados

Libro Asignatura Autores Editorial Titulo Afo
L1 Matematica Lehmann Limusa Algebra 1992
Basica
L2 Calculo I Salas, Hille Reverté Calculus. Una 2002
y Etgen y varias variables

Los libros seleccionados fueron utilizados por los alumnos del caso de estudio.

El libro L1 se utiliza en la asignatura Matematica Bésica donde se trata por primera
vez en la carrera el tema desigualdades. El proposito de la asignatura es ayudar al estu-
diante a pasar por una transicion comoda de la matematica en la etapa elemental al cal-
culo. Para ello, se estudian los temas y métodos esenciales del algebra y el precalculo que
se necesitaran en los estudios posteriores de matematica.

El libro L2 de la Tabla 1 corresponde a la bibliografia utilizada en la asignatura
Calculo I de la carrera mencionada. El objetivo general de esta asignatura es que el
alumno adquiera los conceptos esenciales del calculo diferencial e integral de funciones
de una variable, la habilidad para usar su lenguaje y sus técnicas en problemas analiti-
cos, geométricos y fisicos.

ANALISIS DE LOS TEXTOS
Libro L1

El autor presenta tres definiciones en el capitulo 6 titulado “Desigualdades e inecua-
ciones”. A continuacion analizamos estas definiciones con la finalidad de identificar y ca-
racterizar los fendémenos matematicos que organizan.

Definicion 1: Fenomeno de Ordenacion

Como mostramos en la figura 3, el capitulo 6 titulado “Desigualdades e inecuacio-
nes”’, comienza con la seccidn 6.1 denominada “Introduccion”, donde el autor relaciona
explicitamente la idea de mayor y menor entre dos niimeros con la de ordenacion, y vin-
cula esta ultima con la relacion de orden en el conjunto de niimeros reales.
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Al concepto de mayor y menor entre dos niimeros corresponde el de
ordenacién. La relacién de orden queda restringida a los nimeros reales
y se puede interpretar geométricamente en un sistema coordenado unidi-
mensional (Art. 3.7). En otras palabras, todo nuestro estudio con des-
igualdades se limitard a los nimeros reales. No tiene sentido decir que
un namero complejo es mayor o menor que otro. ,

Aunque ya hemos dado algunas definiciones de términos y simbolos
asociados con las desigualdades, las vamos a repetir, por comodidad, en
los siguientes articulos.

6.2. DEFINICIONES Y TEOREMAS FUNDAMENTALES

Hemos definido una ecuacién como una igualdad entre dos expresio-
nes (Art. 4.2). Si dos expresiones son desiguales, tenemos una desigualdad,
diciéndose que una de las expresiones es mayor o menor que la otra.

Figura 3. Extracto del libro L1 (p.135)

En la seccion 6.2, denominada “Definiciones y Teoremas Fundamentales”, el autor
retoma la definicion de ecuacion para introducir por oposicion la de desigualdad, con-
cepto que utiliza para expresar la idea de que una expresion es mayor 0 menor que otra.

Si asumimos, como el autor lo hace para los nimeros reales, que “al concepto de
mayor y menor” entre dos expresiones “corresponde el de ordenacion”, tenemos directa-
mente vinculado el concepto de desigualdad con la idea de ordenacion.

Como observamos en la Figura 4, a continuacion el autor define mayor y menor. Ade-
mas, destaca que dos desigualdades tienen el mismo sentido si sus simbolos apuntan en
la misma direccion; en caso contrario tienen sentidos opuestos.

El autor habla de la desigualdad entre expresiones en las que aparecen variables.
Considera que la variable toma valores en un subconjunto de niimeros reales, nosotros
lo llamaremos dominio de valores admisibles de la variable. Esto es, el conjunto de va-
lores de la incognita para los cuales tienen sentido (son definidos) su primero y segundo
miembro. Es importante aclarar que el autor con el término “expresiones” se refiere a las
expresiones algebraicas que define en los capitulos previos.

Asi como el autor de L1 relaciona mayor y menor con la ordenacion, extendemos
esta idea a las expresiones algebraicas y consideramos que el fenomeno de ordenacion
surge en relacion con la definicion de desigualdad entre éstas.

Fendomeno de Ordenacion: como su nombre indica, la relacion de orden, o simplemente
orden, es la herramienta matematica disefiada para ordenar los elementos de un conjunto.
Los elementos de un conjunto no estan ordenados, claramente a modo de ejemplo {1, 2, 3}
es el mismo conjunto que el {3, 2, 1}. En particular, cuando se trata del concepto de desigual-
dad, los elementos que resultan ordenados son las expresiones en las que aparecen variables.
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El ntmero real x se dice que es mayor que el niimero real y siempre
que x — y sea un numero positivo. Entonces escribimos x > y que se lee
“x es mayor que y”. Asi, 2 > —3, pues 2— (—3) =5 es un numero
positivo.

Se sigue de esta definicién que el nimero real y es menor que el
némero real x siempre que y — x sea un namero negativo. Entonces es-
cribimos y < x que se lee “y es menor que x”. Asi, 5 < 7, pues 5 — 7=
—2 que es un nimero negativo.

El estudiante debe observar que, para ambos simbolos de desigualdad,
la cantidad mayor queda siempre en el lado hacia el cual se abre el sim-
bolo, mientras que el vértice apunta hacia la cantidad menor. También
vamos a introducir otros dos simbolos utiles: a = b, que se lee “a es ma-
yor o igual que b”, y ¢ = d que se lee “c es menor o igual que 4”. En
particular, la desigualdad @ = 0 es un modo conveniente de afirmar que
a representa a todo niimero no negativo.

Se dice que dos desigualdades tienen el mismo sentido si sus simbolos
apuntan en la misma direcci6n; en caso contrario tienen sentidos opuestos.
Por ejemplo las desigualdades @ > b y ¢ > d tienen el mismo sentido,
pero las desigualdades @ > b y ¢ < d tienen sentidos opuestos.

Figura 4. Extracto de la Seccion 6.2 del libro L1 (p. 136)

Segun Tarski (1977) la teoria de las relaciones es una de las ramas mas desarrolla-
das de la l6gica matematica. Agrega que en el calculo de relaciones tenemos dos relacio-
nes especiales, la identidad y la diversidad entre individuos. En el calculo de relaciones
se las denota por medio de los simbolos I 'y D, y no por los simbolos =y # empleados en
otras partes de la l6gica.

El orden supone una estructura agregada al conjunto, y se adquiere mediante la defi-
nicion en dicho conjunto de una relacidon apropiada. Para establecer un orden debemos
sefnalar qué elementos preceden a cudles, lo cual se indica mediante la relacion R: “si a
precede a b, entonces (a, b) € R”. Claramente la pareja inversa no puede ser parte de la
relacion, por lo cual pediremos que sea asimétrica. Ademas, si un elemento precede a
otro y éste a un tercero, entonces el primero debe preceder al tercero, por lo cual exigi-
remos transitividad.

La definicion de desigualdad como una relacion que cumple con ciertas propiedades
(tricotomia y transitividad) en un conjunto, nos conduce a plantear la existencia del feno-
meno de ordenacion. Como resultado de la condicion de orden en el conjunto de los nu-
meros reales surgen en paralelo las desigualdades de expresiones. Es facil entender que
este fendmeno esta presente en la necesidad de compararlas y ordenarlas.
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Definicion 2: Fenomeno de Generalizacion

El autor del libro L1 define dos tipos de desigualdades diferenciandolas de acuerdo
a su dominio de validez: las “desigualdades absolutas” (ver Figura 5) y las “desigualda-
des condicionales o inecuaciones” (ver Figura 6). Este hecho es relevante a nuestro en-
tender para identificar cada uno de estos conceptos en relacion con los fenomenos que
organizan.

Ademas establece una coherencia con el caso de las igualdades en lo que se refiere a
la definicion de identidad y ecuacion.

Una desigualdad absoluta o incondicional es aquella que tiene el
mismo sentido para todos los valores de las variables para los que estan
definidos sus miembros. Son ejemplos de desigualdades absolutas 5 > —7
yx*+1>0.

Figura 5. Extracto de la Seccion 6.2 del libro L1 (p. 136)

Observamos que la expresion “tiene el mismo sentido para todos los valores de las
variables” supone la existencia de una funcidon proposicional cuantificada universal-
mente que serd necesario validar. Esta validacion se concreta para todos los elementos
del dominio de valores admisibles de la variable. Interpretamos que refiere al fenémeno
de generalizacion.

Fendémeno de Generalizacion: se fundamenta en la logica proposicional y en particu-
lar en el principio de generalizacion universal, que establece que: “del ejemplo de sus-
titucion de una funcion proposicional respecto del nombre de un individuo cualquiera
arbitrariamente elegido, se puede inferir validamente la cuantificacion universal de la
funcion proposicional” (Copi, 1999, p. 375).

Por otro lado, observamos que el autor incluye la desigualdad 5 > -7 como ejemplo
de desigualdad absoluta, aun cuando no contiene variables. Este caso es considerado en
nuestro estudio como una desigualdad numérica, que se rige por las nociones de orden
en los reales que naturalmente nos remite al fenomeno de ordenacion.

Definicion 3: Fenémeno de Especificacion
Por otro lado, como observamos en la Figura 6, define desigualdades condicionales.

En la definicién de desigualdad condicional expresa que es aquella que tiene el
“mismo sentido para ciertos valores de las variables”. Esta expresion es relevante ya
que pone de manifiesto que existiran o no valores, que se toman de un dominio admi-
sible, que haran cierta la desigualdad. Esta idea nos remite a la accion de particulari-
zar las variables con valores del dominio. Desde el punto de vista matematico se trata
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Una desigualdad condicional o inecuacién es aquella que tiene el mis-
mo sentido solo para ciertos valores de las variables, tomados entre los
valores para los que sus miembros estin definidos. Son ejemplos de des-
igualdades condicionales o inecuaciones

- x—2 < 3, vélida solo si x < 3;
x2 > 4, valida solo si > 2 & si x << —2.

Figura 6. Extracto del libro L1 pagina 136.

de una cuestion fundamental de la teoria de conjuntos, relacionada con la definicion de
estos objetos. En la teoria axiomatica de conjuntos, uno de los axiomas que fundamenta
la existencia o no de un conjunto, es el de especificacion (Halmos, 1967, p. 15), el cual
es utilizado para justificar la existencia de un subconjunto especificado por la clausula o
condicion dada de un conjunto A. Este hecho se refiere también a la constatacion de la
verdad o falsedad de una proposicion a partir de la verificacion de la existencia o no de
individuos que la satisfacen, tomados de un dominio admisible. Surge de esta manera el
fenomeno de especificacion.

Fenémeno de Especificacion: refiere al dominio de validez de la desigualdad entre
dos expresiones. Se basa en el llamado axioma (esquema) de especificacion destinado a
la formacién de nuevos conjuntos a partir de un referencial, segiin Halmos (1967).

Axioma de especificacion: a todo conjunto A y a toda condicion S(x) corresponde un
conjunto B cuyos elementos son precisamente aquellos elementos x de A para los cuales
se cumple S(x). (...) Para indicar la forma en que B es obtenida de A y de S(x), se escribe:
B = {xe A/S(x)} (Halmos, 1967, p. 15)

Segun Halmos, el axioma de especificacion significa que dada una propiedad S, po-
demos formar un conjunto con los elementos de un conjunto A que satisfacen la propie-
dad. Esta restriccion de la propiedad S a los elementos de un conjunto A previamente
dado, es coherente con la descripcion intuitiva del universo U: todos los elementos de A
deben haberse definido en etapas anteriores, por lo tanto estdn disponibles para ser ele-
mentos de un conjunto.

Ademads menciona que esta restriccion es la idea fundamental de Zermelo para
evitar paradojas del tipo de la de Russell, cuando se daba por supuesta la existencia
de un universo. Para especificar un conjunto no es suficiente dar la propiedad, sino
que también hay que disponer de un conjunto a cuyos elementos pueda aplicarse esa
propiedad.

Otra interpretacion es considerar a una desigualdad con variable como una funcion
proposicional o proposicion abierta. Segun Negrete (2002), una funcidon proposicional
0 proposicion abierta es aquella expresion de la que no puede decirse si es verdadera o
falsa. Por ejemplo, 3x+ /<4 es una funcion proposicional. La caracteristica de la funcion
proposicional es que puede dar origen a una proposicion si se sustituyen las variables
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Figura 7. Fenomenos que organiza la desigualdad.

o si se la cuantifica. Al conjunto de valores que hacen verdadera una proposicion, este
autor lo llama “campo de variabilidad”, lo que coincidiria con lo que llamamos pre-
viamente especificacion. En el ejemplo, el campo de variabilidad de la funcion propo-
sicional 3x+/<4 es B = (-0,1). Es decir, que al sustituir cualquier x € B en la funcion
proposicional, la proposicion resultante es verdadera.

También es interesante analizar que una inecuacion expresa la propiedad que define
por comprension los elementos de un conjunto, es decir hay una variable y una propie-
dad expresada por medio de una relacion de desigualdad, como por ejemplo en el con-
junto B={xe R/ 3x+1<4}. La especificacion de x, en cierta forma, refiere a condicionar
la extensionalidad de un conjunto. Es preciso encontrar los elementos que forman este
conjunto, es decir mostrar, en una especie de extension, cuales son los elementos de este
conjunto. En el ejemplo, B es el intervalo (-oo,1).

Es importante destacar que en las desigualdades condicionales se habla de “solucién”
de la desigualdad, y para abreviar razonamientos se dice a veces que la solucion es un
conjunto de valores de x (por ejemplo el intervalo a<x<b). En realidad se entiende de
esta manera que cualquier valor x de este conjunto es una “soluciéon”. Por ejemplo para
todo x real, encontrar los x tales que x — 3 < 2 consiste en hallar los elementos del con-
junto B= {xe R/x -3 <2} =(-x, 5).

Resumiendo, en el libro L1 identificamos tres fendmenos: ordenacion, especificacion
y generalizacion. En la Figura 7 observamos los fendémenos matematicos encontrados
que organizan las definiciones de desigualdad analizadas. La disposicion de los fendme-
nos en el esquema, obedece a que el de ordenacion atraviesa el trabajo matematico que
involucra una desigualdad y esta presente en una primera instancia, es decir, subyace na-
turalmente debido al paralelo que se establece con el orden definido en el conjunto de
los numeros reales.
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Propiedades de orden

Si a y b son niimeros reales, entonces a es menor que b (a < b) si b — a es un niimero positivo.
Esto es equivalente a decir que b es mayor que a (b > a). Desde el punto de vista geométrico,
a < b si el punto a estd a laizquierda del punto b sobre la recta real. La notacién a < b significa
tanto a < b como a = b (equivalentemente, b > a).

Los nimeros reales estdn ordenados de manera que si a y b son niimeros reales entonces
se verifica solamente una de las siguientes afirmaciones:

a<b, a=b, a>bh. (tricotomia)

Los simbolos <, >, <, > se llaman desigualdades. Las desigualdades satisfacen las siguien-
tes propiedades:

(i) Sia<byb<c,entoncesa<c. (propiedad transitiva)
(ii) Sia < b, entonces a + ¢ < b + ¢ para todos los nimeros reales c.
(iii) Sia<byc<d, entoncesa+c<b+d.
(iv) Sia<byc>0,entonces ac < bc.

(v) Sia<byc<0,entonces ac > bc.

Estas propiedades también se verifican para >, <y 2. La propiedad (v) es muy importante:
si se multiplica una desigualdad por una cantidad negativa, entonces la “direccién” de la des-
igualdad se invierte. Las técnicas para resolver desigualdades utilizan estas propiedades, por lo
que se volveran a ver en la seccién 1.3.

Figura 8. Extracto de la Seccion 1.2 del libro L2 (p. 6).

Libro L2

En la seccion 1.2 los autores del libro L2 definen para ntimeros reales las nociones
de mayor, menor y explican el significado de las notaciones que expresan las relaciones
de menor o igual y de mayor o igual. A continuacion enuncian la ley de tricotomia, que
vincula el concepto de orden con las nociones de mayor, menor e igualdad entre niime-
ros reales. Posteriormente enuncian propiedades del orden en R, como mostramos en la
Figura 8.

Después de la referencia a la seccion anterior, los autores contintian en la seccion 1.3
con la siguiente aclaracion: “En esta seccion nos ocuparemos de una clase de desigual-
dades que abundan en el calculo: aquellas que incluyen una variable” (ver Figura 9).

Observamos que no definen formalmente la expresion desigualdades que incluyen
una variable. En la explicacion que realizan, la interpretacion de ésta queda subordinada
a la establecida para la desigualdad de nimeros reales. Es decir, hacen referencia a la de-
finicién de mayor, menor, menor o igual y mayor o igual, la ley de tricotomia y las pro-
piedades del orden.

Segun nuestra interpretacion, el fenomeno que organiza esta caracterizacion de des-
igualdad como la relacién entre expresiones que no son iguales, mencionando las pro-
piedades que cumple esta relacion, es el de ordenacion, en este caso de expresiones que
incluyen variables.
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1.3 DESIGUALDADES

(Todo nuestro trabajo con las desigualdades estd basado en las propiedades de orden de los ni-
meros reales enunciadas en la pagina 6.)

En esta seccién nos ocuparemos de una clase de desigualdades que abundan en el célculo:
aquellas que incluyen una variable.

Resolver una ecuacién en x es hallar el conjunto de los nimeros x para los cuales se veri-
fica la ecuacién. Resolver una desigualdad en x es hallar el conjunto de los nimeros x para los
cuales la desigualdad se verifica.

La manera de resolver una desigualdad es muy parecida a la que usamos para resolver una
ecuacion, pero existe una diferencia importante. Podemos conservar una desigualdad sumén-
dole el mismo nimero a ambos miembros, o restdndole el mismo niimero a ambos miembros,
o multiplicando o dividiendo ambos miembros por un mismo ntimero positivo. Pero si multi-
plicamos o dividimos por un nimero negativo, entonces la desigualdad se invierte:

x-2<4 da x<6, x+4<2da x<2, jx<4 da x<8,

pero
-ix<4 da x>-8

L observar

Figura 9. Extracto de la Seccion 1.3 libro L2 (p. 13)

A continuacion, los autores realizan una explicacion referida a la resolucion de una
desigualdad. En la expresion “resolver una desigualdad en x es hallar el conjunto de los
nimeros para los cuales la desigualdad se verifica” observamos el fenomeno de especifi-
cacion que consiste en definir el dominio de validez de dicha desigualdad. Otra cuestion
importante, a diferencia del texto anterior, es que no se realiza distincion entre desigual-
dades condicionales y absolutas. Es decir, bajo el nombre desigualdades se incluyen
tanto las inecuaciones como las desigualdades absolutas. Cuando se describe la resolu-
cion de una desigualdad se hace en referencia a una desigualdad condicional.

Al final de la seccion 1.3 “Desigualdades” (ver Figura 10) los autores presentan la
desigualdad triangular para nimeros reales, exhibiendo en este caso la demostracion de
una desigualdad absoluta. Segun la caracterizacion realizada en el analisis de L1, consi-
deramos que en esta propiedad esta presente el fenomeno de generalizacion.

En sintesis, en el libro L2 los autores no presentan una definicién formal de desigual-
dad, sino que exponen una descripcion detallada de ejemplos de algunas tareas. En las
mismas, observamos indicios de los fendémenos que encontramos en el texto anterior, a
saber: ordenacion, especificacion y generalizacion.

TIPOS DE TAREAS

Segun Rico, Marin, Lupiafiez y Gémez (2008) el andlisis fenomenologico de estruc-
turas y conceptos matematicos, desde una perspectiva funcional de la matematica esco-
lar, aporta una técnica para mostrar cuales son los sentidos con que se utilizan conceptos
y estructuras. Esta perspectiva pone el acento en el uso y aplicacion de los conceptos,
en los medios y en los modos en que, con ellos, se abordan distintas tareas y cuestiones
cuando dan respuesta a determinados problemas, en definitiva, cuando contribuyen a la
comprension de ciertos fenomenos.
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Llegamos ahora a una de las desigualdades fundamentales del calculo: para dos nimeros
realesay b,

(1.3.7) la+b| <|d| +|b]. g

Se la d§nonﬁna desigualdad triangular por analogia con el principio geométrico “en un tridngulo,
la longitud de cada lado es inferior o igual a la suma de las longitudes de los otros dos lados”.

Demostracion de la desigualdad triangular La demostracién es facil si se piensa en |x|
como A/x2. Obsérvese, en primer lugar, que
(a+b)* = a?+2ab+b><|al* +2|a||b| + b2 = (la| + || 2.
Comparando los extremos de la desigualdad y tomando raices cuadradas, obtenemos
A(a+b)? <|a +b|. (ejercicio 59)
El resultado se obtiene observando que

Ja+b)? = la+b|.

La variante de la desigualdad triangular que aparece a continmacis wemiicn <= presenta en
el célculo: para a y b nimeros reales cualesquiera,

(1.3.8) llal - o]l <la— 5.

La demostracién se deja como ejercicio.

Figura 10. Extracto de la seccion 1.3 del libro L2 (p. 18)

Los autores mencionan que el analisis fenomenoldgico se propone mostrar la vincu-
lacion de conceptos y estructuras matematicas con ciertos fenomenos que estan en su ori-
gen, y que los vinculan con el mundo natural, cultural, social y cientifico. Y esto, con la
finalidad de dotar de sentido el aprendizaje de tales conceptos y estructuras.

Sostienen los autores que cuando se quiere presentar una estructura matematica en
toda su plenitud de significados, se considera la conexion de sus diferentes subestruc-
turas con distintas familias de fenomenos y se vincula con aquellos campos del conoci-
miento donde tiene una utilidad establecida.

Los textos de la Tabla 1 presentan distintas tareas que vinculamos con los fenémenos
analizados. No existe una correspondencia lineal entre los fenomenos encontrados y las
tareas, dado que en los procedimientos de resolucion de estas ultimas aparecen integra-
dos los fenomenos descriptos. Es decir, una misma tarea puede comprender distintos fe-
ndémenos y viceversa. No obstante, es posible hallar una vinculacion central entre cada
tipo de tarea con alguno de los fendmenos, como veremos en breve.

La presentacion siguiente de las tareas es pertinente para nuestra investigacion ya
que nos proponemos encontrar las necesidades conceptuales que requiere el estudio de
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la matematica en la etapa avanzada, con el objetivo de analizar si es que existen rupturas
con respecto al tratamiento del tema en la escuela secundaria.

Los tipos de tareas mas relevantes que encontramos en los textos analizados son las

siguientes:

e Tarea 1: Comparar expresiones (CE). Vinculamos esta tarea fundamentalmente
con el fendomeno de ordenacion, dado que la comparacion conduce a establecer si
una expresion es mayor o menor que otra.

* Tarea 2: Resolver inecuaciones (RI). Esta tarea esta especialmente vinculada con
el fendmeno de especificacion, dado que se trata de encontrar el dominio de vali-
dez de la desigualdad dada.

e Tarea 3: Demostrar desigualdades absolutas (DDA). Esta tarea se vincula central-
mente con el fendmeno de generalizacion, dado que se trata de validar la desigual-
dad para todos los elementos del dominio de valores admisibles de la variable.

Tarea 1: CE

En el libro L1 el autor propone una Unica tarea de este tipo que mostramos en la Fi-
gura 11, en la que, para resolverla, sera necesario encontrar primero la relacion de orden
que se establece para luego respaldar con una demostracion lo que se afirma.

18. Si a y b son nimeros positivos, determinar cuil de las dos siguientes ex-
a+ 2b a+b

o :
a+3 a-+2b
Figura 11. Ejemplo de tarea CE del libro L1 (p. 142)

presiones es la mayor

En el libro L2 encontramos en los ejercicios propuestos tres enunciados de tareas del
tipo CE como se muestra en la Figura 12.

1

54. Ordenar los siguientes términos: 1, x, /x, - cuando 1 < x.
. X

&l=

55. Mismo ejercicio que el anterior con 0 <x < 1.

56. Comparar

Jx x+ 1
x+1 Y x+2

cuando x > 0.

Figura 12. Ejemplo de tarea CE del libro L2 (p. 19)
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Tarea 2: RI

En el libro L1 encontramos el tipo de tarea RI que corresponde al Grupo 22 en la pa-
gina 149 y consta de 50 ejercicios de la seccion 6.4 Desigualdades lineales y a la seccion
6.5 Inecuaciones de segundo grado o cuadraticas.

En cada uno de los ejercicios 1-6, resolver la inecuacién lineal dada y com-
probar el resultado gréficamente.

. x—5>3—n=x. 2. x4+ 43
3. 2x+ 1 < 3x—1, 4, 4x + 10 > 4 — 2x.
5. x—3% > 2x + %. 6.x+1/2<2+£.

Figura 13. Ejemplo de tarea RI del libro L1 (p. 149)

En el libro L2 encontramos esta tarea en los ejemplos propuestos en la presentacion
del tema. Es importante mencionar que en los Ejercicios 1.3 (pagina 19) presenta 66 ta-
reas para esta seccion y propone 43 tareas de tipo RI.

Resolver las siguientes desigualdades y representar el conjunto de
soluciones en la recta real.
1. 2+3x<5. 2. J(2x+3)<6.
3. 16x +64 < 16. 4. 3x+5> 1 (x-2).
5. 3(1+x) <;(1-x). 6.3x-2<1+6x.
7. %=1 0. 8.2 +9x+20<0.
9. x(x—1)(x-2)>0. 10. x(2x-1)(3x-5) <0.
11, ¥ -2x2+x20. 12. x> —4x+4<0.
13. }C<x. 14.x+}620.

Figura 14. Ejemplo de tarea RI del libro L2 (p. 13)
Tarea DDA

En el libro L1 en la seccion 6.3 Desigualdades absolutas presenta el Grupo 21 que
consta de 25 tareas del tipo DDA. Como se muestra en los ejemplos de la Figura 15.
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1. Demostrar que la suma de cualquier ndmero positivo (excepto la unidad)
con su reciproco, es mayor que 2.
2. Si ay b son dos nmeros positivos desiguales, demostrar que

¢a+b_  2ab
~ .
2 a+b
3. Si ay b son positivos y a > b, demostrar que Ve > Vb por un método
independiente del Corolaric 3 del Teorema 6 (Art. 6.2).
4. Si a y b son ntimeros positivos desiguales, demostrar que a/b? + b/a* >

1/a + 1/b.
5. 8i @ y b son nGmeros positivos desiguales, demostrar que a + b <

22/b + b2/a.
6. Si @y b son niimeros positivos desiguales, demostrar que a 4+ b > 2V ab.

Figura 15. Ejemplo de tarea DDA del libro L1 (p. 141)

En el libro L2 los autores presentan 10 tareas del tipo DDA de las 66 propuestas
como ejercicios de la seccion de Desigualdades. Mostramos algunas, a modo de ejem-
plo, en la Figura 16.

57.Sean a y b dos nlimeros que tienen el mismo signo. Demostrar
que (1/b) < (1/a).

58. Sean a y b dos niimeros no negativos. Demostrar que
si a’<b’ entonces a<bh.
59. Sean a y b dos nimeros no negativos. Demostrar que
si a<b entonces .a<./b.

60. Demostrar para dos niimeros reales a y b cualesquiera

la—b| <|a| +|b].

Figura 16. Ejemplo de tarea DDA del libro L2 (p. 18)
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CONCLUSIONES

Esta busqueda fue orientada por la necesidad de encontrar fendmenos que surgen en
las tareas que se abordan con los estudiantes y que pueden iniciarse en la etapa elemen-
tal. Es decir, nos preguntamos: ;es posible iniciar a los estudiantes de la escuela secun-
daria en estos fendémenos?

En este articulo describimos los fendmenos matematicos organizados por el concepto
de desigualdad que encontramos en los textos de matematica avanzada seleccionados.
Los mismos tienen su origen en procedimientos importantes en matematica: la ordena-
cion, la especificacion y la generalizacion.

En la Figura 17 representamos graficamente dichos fendémenos matematicos. Segun
la indagacion realizada en la primera parte del estudio mas amplio que llevamos a cabo,
consideramos que la matemadtica avanzada necesita éstos como insumo. Consideramos
que se vinculan con las tareas CE, RI, DDA.

A partir de los resultados obtenidos en la investigacién mencionada, proponemos las
siguientes recomendaciones para la ensefianza.

* Esnecesario tener en cuenta los fenomenos matematicos que organiza el concepto
de desigualdad, y ofrecer experiencias a los estudiantes abordando distintos tipos
de tareas que enriquezcan su objeto mental desigualdad.

e Las tareas CE involucran a los estudiantes en actividades enmarcadas en el ferno-
meno de ordenacion, y aportan sentido de relacion a la desigualdad. Por ello, es
fundamental promover la interpretacion de la desigualdad con un sentido de rela-
cion entre objetos sin restringirla solamente al concepto de inecuacion.

e Las tareas RI se enriquecen al incluir los casos no tipicos, donde los procedi-
mientos no se automatizan en una btisqueda algoritmica del conjunto solucion.
Comprender que la inecuacion no es una mera complejizacion de la ecuacion,
respecto del conjunto solucion y de su signo, favorece un tipo de aprendizaje
no rutinario. Para ello, estas tareas deben estar fundadas en el reconocimiento
de que los “pasajes de términos” son las transformaciones de una inecuacion en
otras equivalentes.

e Las tareas DDA contribuyen a introducir a los estudiantes en la problematica de
la demostracion matematica y brindan experiencias dentro del fenomeno de gene-
ralizacion. Es importante habituar a los estudiantes a que justifiquen sus decisio-
nes con las herramientas matematicas que poseen, respaldando las afirmaciones
con propiedades conocidas. Como sostiene Dreyfus (2000), “no deberiamos espe-
rar que nuestros estudiantes sean capaces de captar demostraciones sofisticadas y
de alto nivel, sin haber estado expuestos durante muchos afios al espiritu de la jus-
tificacion y a la naturaleza del pensamiento matematico” (p. 130).

Finalmente, consideramos que es importante no retardar indebidamente las expe-
riencias de los estudiantes con los distintos tipos de tareas requeridas en la matematica
avanzada. De esta manera los estudiantes alcanzaran un conocimiento preciso y mas pro-
fundo de las desigualdades y serdn capaces de aplicarlas con flexibilidad en contextos
distintos.
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FENOMENOS MATEMATICOS

Ordenacién

Especificacién Generalizacién

pu ™\ TAREAS

Tarea 1: CE

L v
Vs ™\
Tarea 2: Rl
. S

Tarea 3: DDA

S =

Figura 17. Fenomenos y tareas que requiere la matematica avanzada.
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