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La Geometria, como rama de las Matematicas que se ocupa del estudio de las pro-
piedades de las figuras en el plano o el espacio y base tedrica de la geometria descriptiva
que da fundamento a instrumentos de disefio como el compds o el teodolito, o el sistema
de posicionamiento global, tiene su origen en la RdP’s (Resolucion de Problemas) rela-
tivos a medidas.

Comparando con otras ciencias o partes de ellas, Pascal la define como la “perfec-
cién e ideal inalcanzable”, para mostrarla como acercamiento a la medida de lo posi-
ble a una “ciencia humana”. Este ideal me lleva al convencimiento de que trabajar con
Geometria “supone ver las cosas mds claras”. Por eso, en este rincon, aparecerd en cada
volumen problemas de Geometria sencillos que permitan al alumno trabajar con cierta
pericia para conseguir estrategias y modelos que le conduzcan a la resolucion definitiva
de los problemas.

(Y los numeros? ;Qué es un nimero?

Partiendo de la base del planteamiento de estas dos cuestiones, sin los niumeros, no
podemos hacer mucho en Matematicas, y en esto creo que coincidimos todo el mundo.

Tal vez sea provocador cuestionarselo, sobre todo cuando todos creemos saber lo que
€s un nimero.

El objetivo del Rincén Sapere Aude consiste de la misma manera que con la Geome-
tria, introducirnos en la “manipulacion” de los numeros, por lo que es preceptivo que es-
tamos en armonia con ellos.

Por ello es interesante saber lo que traemos entre manos para ;saber la diferencia
entre una cifra y un nimero? Muchos piensan que es lo mismo, pero no es asi. Todos los
nimeros estan compuestos de simbolos, llamados las cifras, hay diez:01234567 8 9.
Con estas diez cifras se pueden formar a todos los nimeros que se desee. Diferentes en-
foques y tipos de ejercicios sobre nimeros abordaremos.

En esta seccidn, intentaré que aparezcan ejercicios y problemas relativos a la teoria
de numeros, considerada como una rama de las Matematicas que se ocupa de las pro-
piedades de los nimeros enteros y contiene muchos temas abiertos faciles de entender,
incluso para los no matematicos. De manera mas general, el campo de estudio de esta
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teoria se refiere a una amplia clase de problemas que vienen de forma natural a partir del
estudio de los nimeros enteros. La teoria de nlimeros tiene un lugar especial en las ma-
tematicas, y también a través de sus conexiones con muchas otras areas.

SAPERE AUDE, GEOMETRiA
1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propuesta del niimero anterior 95)

Propuesta 2: dos joyitas geométricas

Apuntabamos en el niimero anterior que una situacion problematica puede ser una
“realidad” que se concibe como un estado ante el cual no se cuenta con un proceso de re-
solucion inmediato; si ya se sabe como resolverlo, entonces no es un problema. En este
Sapere Aude presentamos al triangulo, al cuadrado, a la circunferencia como elementos
centrales de las dos joyitas.

JOYITA: a) Cada cuadrado pequerio mide (2cm)x(2cm). Si elegimos dos puntos,
uno sobre cada circulo, ;cudl es la distancia minima entre tales puntos?

SOLUCION

PASO 1

Vamos a llamar O;y O; los cen-
tros de los dos circulos de la Fig.1.
Los segmentos: [O,Y] tiene de lon-
gitud 2em, [O,B] 1 em. El segmento
[0,0,] corta, respectivamente, al
circulo C;en Ay al circulo C, en B.

Demostremos que la distancia mi-
nima entre un punto de C, y otro punto
de C, es justamente la distancia AB.

Fig. 1. Circulos en el interior de cuadrados.

Efectivamente esta es la distancia.
Razonemos por reduccion al absurdo. Supongamos que pudiésemos encontrar otros
dos puntos C y D en los dos circulos tales que CD<AB. En este caso,
0,C+CD+D0,<0,A+AB+BO,
Pero O,C=0,A y DO,=BO,, y por lo tanto
01C+CD+D02<0,A+AB+B0,=0,0,

La existencia de C y D implicaria entonces la existencia de un camino mas corto que
el segmento [0,0,] para llegar de O, a O, lo cual es absurdo.
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PASO 2

De aqui se deduce que para encontrar la distancia minima entre dos puntos pertene-
cientes a los dos circulos diferentes C; y C,, es suficiente calcular la distancia entre los
dos centros y después sustraerle los dos radios.

[
Cada lado de cada cuadrado pequefio, en YXO,B por ejemplo, vale 2 cm, aplicando

-_
el teorema de Pitagoras en el tridangulo O,0,X se tiene que
(0,0,)>=(2+1)>+12=10 = 0,0,= \10.
Por lo tanto, la distancia minima buscada es V10 -2-1= (m —3)=0.16227766 cm.

JOYITA: b) Si el radio del circulo mas pequerio mide 2cm y que el del segundo cir-
culo es de 3 cm, jcudl es el radio del tercer circulo? (Figura 2).

SOLUCION

PASO 1

Sea p la longitud del radio del
,AO=p y sea s la dis-
tancia existe entre el vértice B y el
centro del circulo rojo BOs;=s (fi-
gura 3).

AO,=p; BO= .
O p: 05=s Fig. 2. Tres circulos tangentes entre dos rectas

. . e t tes (I).

Sabiendo que los tridngulos BCOs, angentes (1)

- -

BDO, y BAO, son semejantes, es
decir, tienen sus angulos iguales

7 T 7

CBO; = DBO, = ABO, y sus lados
proporcionales, como CO;= 2 cm y
DO,=3cm, tenemos por tanto que al
ser BO,= BO;+0;0,= s+(2+3), por la
semejanza de los

. - e
triangulos BCO;y BDO,

s4+243 Fig. 3. Tres circulos tangentes entre dos rectas

s
3 E tangentes (II).

De esta ecuacion en la variable s, se deduce que 2s + 10 =35 = 5 =10
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PASO 2

. . oy . . A A .
En el paso siguiente, utilizando la semejanza de los triangulos BAO, y BCO; se tiene que

p 2 p 2

s+24+3+3+p s s+8+p s
—=—$—=

10+8+p 10 p+18
- - L _ T g7

==>5p=p+18
p 2 p

4p=18=>p=4.5cm

NOTA: En este ejercicio se pone de manifiesto el uso de los criterios de semejanza
de dos tridngulos. Son un conjunto de condiciones tales que podemos aplicar al tener la
seguridad de que se cumplen:

e Criterio angulo-angulo (c-a-a): Dos triangulos son semejantes si tienen dos an-

gulos respectivamente iguales.

e Criterio lado-angulo-lado (c-/-a-/): Dos triangulos son semejantes si tienen dos

lados proporcionales e iguales el angulo comprendido entre ellos.

e Criterio lado-lado-lado (c-I-/-/): Dos triangulos son semejantes si tienen sus tres

lados respectivamente proporcionales.

e Criterio lado-lado-angulo (c-/-/-a): Dos tridngulos son semejantes si tienen

dos lados proporcionales y el angulo opuesto al mayor de ellos son respectiva-
mente iguales.

SAPERE AUDE, TEORIA DE NUMEROS
1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propuesta 2 del nimero anterior 95)
Propuesta 2: dos joyitas numéricas

Siguiendo el mismo esquema que en nimeros anteriores, en este Sapere Aude pre-
sentamos dos curiosas joyitas relativas a los nimeros con diferentes grados de dificultad.

Importante recordar la idea esbozada en el numero 95: “....presentar ejercicios de
la teoria elemental de numeros, sin emplear técnicas de gran dificultad procedentes de
otros campos de las matematicas. Pertenecen a la teoria elemental de numeros las cues-
tiones de divisibilidad, el algoritmo de Euclides para calcular el mdximo comun divisor,
la factorizacion de los enteros como producto de numeros primos, la busqueda de los nu-
meros perfectos y las congruencias...”

JOYITA: a) Cambiando las cifras de las unidades y de las decenas, los resultados
de las multiplicaciones siguientes no cambian:

12x42=21x 24= 504
24 x84=42x 48= 2016

JSerd posible encontrar otras tres multiplicaciones que tengan esta propiedad?

104 Epsilon, 2017, n° 96, 101-108, ISSN: 2340-714X



RINCON “SAPERE AUDE” ... ;resolviendo problemas?
Sixto Romero

SOLUCION

PASO 1

Consideremos dos nimeros de dos cifras pq y rs, con p, g, 1, s € N.
Su producto vale entonces

(10p+¢q).(10r+5)=100 pr+ 10 (gr + ps) + gs

Si cambiamos las cifras de las unidades y las decenas, estos nimeros se convierten en
qp y sr, y por lo tanto su producto se puede escribir asi,

(10 g+ p).(10s +r)=100 gs + 10 (gr + ps) + pr

PASO 2

La cuestion planteada se satisfaria si se tiene que

pr=gs.
Es facil encontrar tales nimeros

p q r s Pq rs qp sr Pq.rs qp.sr

1 2 6 3 12 63 21 36 12. 63=756 21.36=756
1 2 8 4 12 84 21 48 12.84=1008 21.48=1008
1 3 9 3 13 93 31 39 13.93=1209 31.39=1209
1 4 8 2 14 82 41 28 14.82=1148 41.28=1148

NOTA: Nos solicitaron solo tres, y una buena decision serd insistir: ;jpodemos en-
contrar mas soluciones? Si es asi: /cuantas?
Por ejemplo, una cuarta solucion seria la que se presenta en la cuarta fila.

JOYITA: b) Se puede comprobar que
32442 =752
32+42+122=132
32+ 42+ 122+ 842= 852

Determinar el valor mas pequerio posible de x+y si x e y son enteros estrictamente
positivos tales que

324+ 424 122+ 842+ x2 =32
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SOLUCION

PASO 1

De la expresion
32442+ 1224+ 842+ x2=)?=)? —x?=32+ 42+ 122+ 842=852= )2 —x?= 85>
= )2 —x?=852=5217%
PASO 2

Como y?>—x?>=(y—x). (y+x) es el producto de dos numeros enteros positivos y que
y+x>y-x podemos contemplar estas cuatro posibilidades:

y-x y+x x+y
1 5217 7225

5 5.172 1445

17 52.17 425

52 172 289

Por lo tanto, la respuesta a la cuestion planteada es que, el valor mas pequeiio posi-
ble para la suma x + y es 289.

SAPERE AUDE, EJERCICIOS DE AQUI Y ALLA, PROPUESTAS
Propuesta 1: dos joyitas geométricas

La Geometria constituye uno de los campos méas unido a los problemas reales que se
nos plantea en la vida diaria. Es por eso que podemos afirmar que existen profusas po-
sibilidades para estudiar y experimentar ideas y conceptos en el aula mediante el uso de
materiales apropiados adecuados.

Es cierto que desde los afios setenta, en Espafia, con la aparicion de los Movimien-
tos de Renovacion Pedagogica (MRP’s) el profesorado de los diferentes niveles de en-
seflanza de las Matematicas con mayor concienciacion, ha ido disefiando una cantidad
importante de materiales para el trabajo en clase.

En geometria, existen casos en los que se presentan ciertas similitudes entre figuras;
los conceptos de congruencia se establecen cuando las figuras son de la misma forma y
tienen igual o diferente tamafio, para comprender un poco mas la semejanza de triangulos.

En este numero presentamos dos joyitas que utilizan para su resolucion, aparte de
la semejanza de triangulos, los teoremas de Thales y Pitagoras. Son con toda seguridad
los resultados mas importantes de la Geometria Elemental. Su aplicacion en la RdP’s
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describe e interacciona con el es-
pacio en el cual vivimos, es por A D
ello que la Geometria puede ser
considerada como “una herra-
mienta” para el entendimiento, la
tal vez la parte de las matemati-
cas mas intuitiva, concreta y li-
gada a la realidad, como se dice
ut-supra.

a) Si 2EO=AE, 2FO=FD

—-—
y que ABCD es un cua-
drado de lado 4 cm, ;jcudl B
es el darea de la region co-
loreada en rojo?

C

| S Py N
b) Sea ABCD un cuadrilatero tal que CAD=25°, ACD=45° y BAC=BCA=20r.

¢ Cuanto mide el dngulo DBC?

Propuesta 2: tres joyitas numéricas

Decia Gauss: “La matemadtica es la reina de las ciencias, pero la teoria de numeros
es la reina de las matematicas”.

Siempre he pensado que los nimeros deben tener sentido porque es la actividad cen-
tral en Matematicas como se ha puesto de manifiesto a lo largo de la historia. Por ello es
la actividad central en la RdP’s, y eso hace que el estudio de los nimeros tenga sentido.

En este Sapere Aude presento tres ejercicios con diferentes grados de dificultad.

a) Consideremos x, y, z, t €N tales que

x<2y, y<3z, z<4t, y t<40.
(,Cual es el valor mayor que puede tomar el numero x?

b) ;Cudntas combinaciones de tres (tripletas) numeros primos {x,y,z} satisfacen la
ecuacion

x +)?+ 22 =200?
¢) En el siguiente cuadro de nuimero
123

456
789
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la suma de los elementos que estan en las diagonales valen 15. Si escribimos cuadros
que se construyen siguiendo el mismo criterio con:

C1. Los numeros del 1 al 64.

C2. Los numeros del 1 al 144.

(Cual sera la suma de los elementos que estdn en cada una de las diagonales de los
cuadros C1 y C2?

Generalizar al caso Cn: jcudl serd la suma de los elementos de cada una de las dos
diagonales del cuadro formado por los numeros del 1 a n’?

NOTA: A este ejercicio se le puede sacar mucho jugo. Por ejemplo, pedir al alumno
que investigue si hay alguna posibilidad de encontrar alguna relacion entre las sumas ob-
tenidas en los cuadros C1, C2,...Cn. jInvestigar en este sentido podemos llegar a obtener
una expresion para las progresiones aritméticas de orden superior!

NOTA: Las respuestas pueden enviarla a la direccién electrénica:
sapereaudethales@ gmail.com
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