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INTRODUCCION
Matematicas: ;donde comenzo todo?

Hoy seguimos tratando la evolucién de los conceptos e ideas matematicas segun su
desarrollo histérico. En realidad, las matematicas son tan antiguas como la propia hu-
manidad: en los disefios prehistoricos de ceramica,
tejidos y en las pinturas rupestres se pueden encon-
trar evidencias del sentido geométrico y del inte-
rés en figuras geométricas. Los sistemas de calculo
primitivos estaban basados, seguramente, en el uso
de los dedos de una o dos manos, lo que resulta
evidente por la gran abundancia de sistemas numé-
ricos en los que las bases son los niimeros 5 y 10.

Si Diofanto, Euclides, Arquimedes de Sira-
cusa, Apolonio de Perge,...entre otros centraron
la introduccion histérica del Rincon anterior, hoy
vamos a insistir sobre las Matematicas en la anti-
giiedad, concretamente las Matematicas en Grecia.

Los griegos tomaron elementos de las mate-
maticas de los babilonios y de los egipcios. La
innovacion mas importante fue la invencion de
las matematicas abstractas basadas en una estruc-
tura logica de definiciones, axiomas y demostra-
ciones. Seglin los cronistas griegos, este avance [Ny
comenz6 en el siglo VI a.C. con Tales de Mileto Fig. 1. Tales de Mileto.

y Pitdgoras de Samos. A ellos, brevemente nos https://en.wikipedia.org/wiki/

referiremos. Thales of Miletus
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Tales de Mileto, (siglo VI a. C), filésofo reconocido como uno de los legendarios
Siete Sabios, 0 “Sophoi”, de la antigiiedad. Es recordado principalmente por su cosmo-
logia basada en el agua como la esencia de toda la materia, con la Tierra como un disco
plano flotando en un vasto mar. El historiador griego Didgenes Laértius (siglo III d. C),
citando a Apolodoro de Atenas (140 a. C), coloco el nacimiento de Tales durante la 35°
Olimpiada (aparentemente un error de transcripcion, deberia leerse la 39* Olimpiada,
624 a. C su muerte en la 58" Olimpiada (c.548-c.545 a. C.) a la edad de 78 afios.

No existen escrituras de Tales que sobrevivan, y no existen fuentes contemporaneas.
Por lo tanto, sus logros son dificiles de evaluar. La inclusién de su nombre en el canon
de los legendarios Siete Sabios condujo a su idealizacion, y se le atribuyeron numero-
sos trabajos, muchos de ellos sin duda espurios, como “Condcete a ti mismo” y “Nada
en exceso”. Para el historiador Herodoto (hacia el afio ¢. 484-c. 425 a. C), Thales fue un
estadista practico que abog6 por la federacion de las ciudades jonicas de la region del
Egeo. El poeta y erudito Calimaco (c.305-c.240 a. C) registro la creencia tradicional de
que Thales aconsejaba a los navegantes que se orientaran por la Osa Menor en lugar de
a la Osa Mayor ambas constelaciones prominentes en el norte Hemisferio. También se
dice que us6 su conocimiento de la geometria para medir las piramides egipcias y calcu-
lar la distancia desde la orilla de los barcos en el mar. Aunque tales historias son proba-
blemente apocrifas, ilustran la reputacion de Thales. El poeta y filosofo Jenéfanes (hacia
c. 560-c.478 a. C) afirmd que Thales predijo el eclipse solar que detuvo la batalla entre
el rey Alyattes de Lidia (Anatolia, actual Turquia) (que rein6 hacia ¢.610-¢.560 a. C) y el
rey Ciaxares de Media (Iran) (c. 625 —c.585 a. C), evidentemente el 28 de mayo de 585.
Los eruditos modernos creen, sin embargo, que no podria haber tenido el conocimiento
para predecir con precision ni la localidad ni el caracter de un eclipse. Por lo tanto, su ha-
zafia fue aparentemente aislada y solo aproximada; Herodoto hablé de su prediccion del
afio solamente. Que el eclipse fue casi total y ocurrié durante una batalla crucial contri-
buy6 considerablemente a su exagerada reputacion como astronomo.

A Thales se le atribuye el descubrimiento de cinco teoremas geométricos: (1) que un
circulo esta bisecado por su diametro, (2) que los angulos en un triangulo opuesto a dos
lados de igual longitud son iguales, (3) que los angulos opuestos formados por intersec-
cion de las lineas rectas son iguales, (4) que el angulo inscrito dentro de un semicirculo
es un angulo recto, y (5) que se determina un triangulo si se dan su base y los dos angu-
los de la base. Sin embargo, sus logros matematicos son dificiles de evaluar debido a la
antigua practica de acreditar descubrimientos particulares a hombres con una reputacion
general de sabiduria.

La afirmacion de que Thales fue el fundador de la filosofia europea se basa principal-
mente en Aristoteles (c.384-¢.322 a. C.), quien escribid que Tales fue el primero en suge-
rir un unico sustrato material para el universo: el agua o la humedad. Segun Aristoteles,
Thales también sostuvo que “todas las cosas estan llenas de dioses” y que los objetos
magnéticos poseen almas en virtud de su capacidad de mover el alma de hierro, lo que
en la vision griega distingue a las cosas vivientes de las no vivas, y movimiento y cambio
(o la capacidad de mover o cambiar otras cosas) siendo caracteristico de los seres vivos.

La importancia de Thales radica menos en su eleccion del agua como sustancia esen-
cial que en su intento de explicar la naturaleza mediante la simplificacion de los fendme-
nos y en su busqueda de causas dentro de la propia naturaleza, mas que en los caprichos

76 Epsilon, 2018, n° 99, 75-96, ISSN: 2340-714X



RINCON “SAPERE AUDE” ... ;resolviendo problemas?

Sixto Romero

de los dioses antropomorficos. Al igual que sus
sucesores, los filésofos Anaximandro (c.610-
c.546 / 545 a. C) y Anaximenes de Mileto (flo-
recid hacia c¢.545 a. C), consideran a Tales como
el mas que supo unir los mundos del mito y la
razon.

Pitagoras, (Samos-c. 569 a. C., Metaponto c.
475 a. C.) filosofo, matematico y fundador griego
de la hermandad pitagorica que, aunque de na-
turaleza religiosa, principios formulados que
influyeron en el pensamiento de Platon y Aristo-
teles y contribuyeron al desarrollo de las mate-
maticas y la filosofia racional occidental. (Para
un tratamiento mas completo de Pitagoras y el
pensamiento de Pitagoras, lo abordaremos mas
adelante).

Pitagoras emigré al sur de Italia alrededor del
afio 532 a. C, aparentemente para escapar de la
dominacién tiranica de Samos, y establecid su
academia ético-politica en Croton (ahora Cro-
tona, Italia). Es dificil distinguir las ensefianzas
de Pitagoras de las de sus discipulos. Ninguno de
sus escritos ha sobrevivido, y los pitagéricos in-
variablemente apoyaron sus doctrinas citando in-
discriminadamente la autoridad de su maestro.
Sin embargo, a Pitagoras generalmente se le atri-
buye la teoria de la importancia funcional de los
nimeros en el mundo objetivo y en la musica.
Otros descubrimientos a menudo atribuidos a ¢l
(la inconmensurabilidad del lado y la diagonal de
un cuadrado, por ejemplo, y el teorema de Pita-
goras para tridngulos rectangulos) probablemente
fueron desarrollados mas tarde por la escuela pi-
tagdrica. Mas probablemente, la mayor parte de
la tradicion intelectual que se origina con el pro-
pio Pitdgoras pertenece a la sabiduria mistica en
lugar de a la erudicion cientifica.

iEl desarrollo del Pitagorismo se hard con
mas profundidad en el nimero siguiente 100!
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Fig. 2. Pitagoras de Samos
https://es.wikipedia.org/wiki/
Pit%C3%Al1goras.

Fig. 3. Pitagoras demostrando su

teorema de Pitagoras en la arena
usando un palo.
https://www.britannica.com/biography/
Pythagoras.
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SAPERE AUDE, GEOMETRIA
1. Ejercicios de aqui y alla (solucion a la Propuesta del nimero anterior 98)

En el numero 98 proponia dos ejercicios de naturaleza distintas. El primero es de corte
clasico de geometria, tan olvidada como en multitud de ocasiones he (hemos) puesto de
manifiesto en este rincon. Euclides aporto tanto y es de tal importancia que hasta la ac-
tualidad sus Elementos siguen vigentes, después de mas de 2000 afios de su formulacion.
Su aportacion ha tenido amplia trascendencia a lo largo de la historia de las Matematicas,
el pensamiento de Euclides se ensefid (se sigue ensefiando) hasta el siglo XVIII, mucho
después de su tiempo, periodo en el que surgieron las llamadas geometrias no euclidia-
nas (que, naturalmente abordaremos en ese rincén). La Geometria es concebida como la
parte de la Matematica que trata de las propiedades de las figuras en el plano y en el es-
pacio, y que junto a la Aritmética y el Algebra y Analisis conforma el conjunto del edifi-
cio matematico. Pues bien, como afirma Gerhard Frey, “...hay diversas geometrias, pero
solo hay una aritmética...”. En esta primera joyita, ponemos una de las aplicaciones del
Teorema de Thales, que como sabemos lo descubrié mientras investigaba la condicion
de paralelismo entre dos rectas, concretamente utilizamos su reciproco.

El segundo, lo define Jean-Marc Desbonnez (Review-Losanges.N°39-2017) como
hacer Matematica para reir y para llorar: el smiley. Pequeiias figuras que evocan alegria,
indiferencia, tristeza, sorpresa..., cuyo uso en las redes sociales, Whassap, Facebook,
Instagram,....puede ir acompafiado de mensajes y comentarios electronicos.

Propuesta 1: dos joyitas geométricas
JOYITA: a) Sea PORST un pentagono convexo tal que los lados cumplen que PQ =

PR, PS = PTy los angulos RPS = PQT + PTQ. Si el punto M es la mitad de QT probar
que el lado RS =2 PM.

SOLUCION
PASO 1
Sea U el simétrico de Q con rela-

cioén al punto P. Se tiene entonces que
PU=PQ=PR y PS=PT.

PASO 2

N
El angulo UPT es exterior al tridn-
gulo QPT, asi tendremos que

T

Fig.4. Pentagono Convexo.
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AN AN AN

UPT =PQT +PTQ
y

N AN

entonces UPT =RPS .

Por el criterio de semejanza (LAL-Lado-Angulo-Lado), que dice que. “Si un angulo
de un triangulo es isométrico a un angulo de otro triangulo y los lados correspondientes
de estos angulos son proporcionales, entonces los dos triangulos son semejantes”, apli-
cado a los triangulos RPS y UPT podemos afirmar que son isométricos y se cumple que
los lados RS y UT son iguales.

PASO 3

Por ello, aplicando el reciproco del
teorema de Thales al tridngulo QUT que
dice: “Si una recta r pasa por la mitad de
uno de los lados de un triangulo y es pa-
ralela al otro lado entonces la recta corta
al tercer lado por la mitad”. De ahi que
UT=2PM.

Se deduce entonces que

RS=2 PM csqd.

JOYITA: b) Con un poco e imagina-
cion, para conseguir un smiley, utilizare-

mos puntos, circulos, segmentos, conicas
,-.. jANIMO! Fig. 5. Ejemplo. Smiley.

Construir un smiley con tres circulos
(la cabeza y los dos ojos), cuatro puntos (las dos pupilas y los dos orificios de la nariz),
dos segmentos (la nariz), y un arco de parabola (para la boca).

SOLUCION
PASO 1

Para comenzar debemos elegir las dimensiones adecuadas que, naturalmente, pueden
variar en funcion del tamafio y de la calidad artistica que queremos impregnar el smiley:
radios de los circulos, posiciones de los ojos, las pupilas, la boca,.... Nosotros lo hare-

mos con el programa Geogebra, cuyo funcionamiento suponemos que el lector conoce
minimamente.
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PASO 2
Comencemos por los ojos y la cabeza

Basta con conocer la ecuacion cartesiana de un circulo de Centro C(x,, y,) y de radio
7 cuya ecuacion vendra dada por la expresion

(e-x0)*+ (v-yo)* =172

Para el ejemplo que presentaremos mas adelante en la Fig. hemos elegido:
a) Para la cabeza, la circunferencia

(=07 + (0= 3
centrada en el punto C(0,0) y radio » =3

b) Para los ojos,
b. 1. Iquierdo:

(1) + (-17=(N0.19)2
b. 2. Derecho:
(=12 + (p-12= (V0.19)?

¢) Para las pupilas
c. 1. Izquierda

El punto B de coordenadas (-1,1)
¢. 2. Derecha
El punto 4 de coordenadas (1,1)
hemos elegido el color rojo, que a voluntad podemos cambiar.
d) Para la nariz y fosas nasales hemos elegido los puntos y segmentos que aparecen
en la Fig. y que se detallan en la vista algebraica del fichero ggb adjunto.
Para la boca que la presentaremos animada
Utilizaremos para la boca un arco de parabola delimitado por la ecuacion

y=kx*+b
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siendo

El valor de k£ nos mostrara la concavidad, cuyo sentido lo determinara el senti-
miento de alegria o de tristeza que hara variar con la ayuda de un cursor. El inter-
valo de variacion se centra en el valor 0, y el arco de pardbola debe estar incluido
en el circulo que hemos optado que represente la cabeza. Se ha elegido que & varia
en el intervalo [-0.3,0.3] con un paso incremental de 0.1.

El valor de b es el que determina la traslacion en sentido vertical y debe ser nega-
tivo por las caracteristicas de eleccion del dibujo de la cabeza, centrada en el ori-
gen de coordenadas O (0,0). En el caso que nos ocupa hemos tomado b =—0.1. De
esta manera la boca queda conformada por la ecuacion y = kx?—0.1.

NOTA. Cuando k sea igual a 0, la posicion de la boca estara en la recta horizon-
tal y =—0.1, y que representaria una expresion de jindiferencia!

El dominio de utilizacion esta limitado.

En este sentido la grafica

y=hkx*—0.1
sobresale la ecuacion
(x-0)*+ (y-0)>=32

Pero se puede limitar el dominio al intervalo [-1.2, 1.2] utilizando en Geogebra
la funcion

Si [-1.2<x<1.2, kx2-0.1]

PASO 3

Movimiento de las pupilas

Para darle animacion a las pupilas variamos el parametro £.

La pupila izquierda esta situada en el punto (-1,1), por lo tanto, se desea hacerla
variar horizontalmente sobre toda la anchura del ojo izquierdo, en el intervalo

[-1-N0.19, -1+N0.19]= [-1.435, -0.56]
Es decir, debemos encontrar una formula que nos transforme un valor de k del in-
tervalo [-0.3, 0,3] en un valor del intervalo [-1.435, -0.56].
Se trata de una transformacion lineal f{x)= px + ¢ tal que

/([-0.3,0.3]) = [-1.435,0.56]

obtenemos el sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
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—03p+q=—1435
0.3 p+q=—0.56

Cuya solucion es p = 1.458, g =—0.997, que nos lleva afirmar que la nueva pupila
izquierda tiene de coordenadas (1.458k-1,1)

La pupila derecha esta situada en el punto (1,1), por lo tanto, razonando de forma
analoga sobre el intervalo [0.56,1.435], tenemos para la pupila derecha las nuevas
coordenadas (1.458k+1,1).

El resultado podemos verlo en la evolucion de las figuras siguientes desde la tris-
teza a la alegria pasando por la indiferencia:

k=-0.28 K= -0.06

@L ®D®

"

p P

82

Fig. 6. Evolucion de la tristeza en Smiley.

k=0

N

@LQ

P

Fig. 7. Indiferencia del Smiley.
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Fig. 8. Evolucion de alegria en Smiley.

SAPERE AUDE, TEORIA DE NUMEROS

En el primer ejercicio resolveremos una ecuacion, denominada ciclométrica, en la
que aparecen cocientes de términos de la sucesion de Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55
,89,144,233,377, 610,......

Presentaré también, un método geométrico utilizando triangulos rectangulos.

Propuesta 2: dos joyitas numéricas
JOYITA: a) Demostrar sin ayuda de ninguna calculadora que

arctg = 144 + arctg 89 _m
233 377 4

SOLUCION
Paso 1
En la sucesion de Fibonacci: 1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233, 377,610..., apare-

cen los términos 89,144,233 y 377 que a su vez estan en la igualdad que tenemos que
demostrar y que son cuatro términos consecutivos de la citada sucesion que cumplen:

377=233+144

89=233-144
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84

Probemos si la igualdad citada ut-supra se cumple para otros cuatro términos con-
secutivos de la sucesion de Fibonacci, por ejemplo: 1,1,2,3

Epsilon, 2018, n° 99, 75-96, ISSN: 2340-714X



RINCON “SAPERE AUDE” ... ;resolviendo problemas?
Sixto Romero

Veamos si
arctg (L) + arctg (L) = (L)
2 3 4
En efecto. Si llamamos

arctg (%) =x=tg(x)= (%)

arctg () =y =12 ()= ()
De aqui, veamos si

arctg (%) + arctg (%) =x+y

esiguala &
& 4

Utilizando la formula trigonométrica de la tangente de la suma.

11 S5
_tigtgQy) 2 3 6 _ 6 _ - .
tgx+y =—o~ oV = = =—=1l=x+y=arctg(l) =—
1 —1g(x).1g (v) 1_L.L 6-1 5 4

2 3 6 6

arctg (L) + arctg (L) =T

2 3 4

De la misma manera se puede comprobar que

5 3 n

arctg (—) t arctg () = —

g ( 8) g(13) 2

PASO 2

La pregunta que nos hacemos: ;Se puede generalizar a cualquier cuaterna de niime-
ros sucesivos en la sucesion de Fibonacci? El problema se enunciaria asi:
Para cualquier nimero natural “n” demostrar que
Fn+l Fn T

)+ arctg ( ) =—
n+2 n+3 4

arctg (

donde Fn designa el nimero de la sucesion de Fibonacci de rango “n”.
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Siguiendo un razonamiento analogo se tiene,

arctg(i) =x=1g(x)= Fr
n+2 Fn+2
F, F
arcrg(—*-)=y =18(y) ="
Fn+3 P:v+3
Ewl + En
tg(x+y) = tg(x)+tg(y) = ITMZ Fn+3 — Erﬂ'};‘nﬂ +1:n'1:;:+2 = le'(Fm»l +Er+2)+Er’(Fn+l +E1)
l—tg(x)'tg(y) 1- F;'“ F;' Fn+2‘F:u+3 —E:'Fn+l (le +E|)'Fn+3 _F:r'FnH
EHZ ' F;r+3
ety = FoerEua VEu) Y E By 4 F) _E 4 Fy oy v (Fy + )
T, ¥F)F,,-F,F,, (F,u+F,).F,,~F,F,,
tg(x+y) — }Tn+12 +F:1+l'(F;1+l +F;:)+F;:‘(F;.+l +17n) — EHIZ +E1+12 +E]+1F;1 +F;:'E:+l +F;:2

(Em + Fn )~(E1+2 + Fn+1 ) - Fn -Fn+1 (F;m + Fn )~(Fn+2 + Fn+1) - Fn ~F;y+1

ety = Bl A BB B By v B 2K 42E F E)
Fon+E)F o+ EL)-FF, (B +E)(F,+E)-FF,
2 2
et y) = 2, 2B F 4 F,
(Fo -Fn+2 +F, -Fn+z +F,+F, ‘F;H»l )-F, -Em
2F, +2F, F,+ F} 2F,, 2 +2F, F,+ F} 2F,, +2F, F,+ F}
1g(x+y)= n+l 1 S = 1 n+l n S = = 1 1 a >
FnB ot BB +E B (Bt E)F(E +F)+E E+F E+FF +F+F,
2F, }+2F, F, +F} 2F, *+2F, F. +F} z
1g(x+y)=—— . S = 5 et == x+y=arcg(l) =—
17n+l + I:n-rl]:n +Fn'Fn+l +Ev + RH—I 21:’»1 + 2Fn+lEv +Er 4
De aqui que
Fn+1 Fn T
arctg ( ) +arctg ( ) =—
n+2 n+3 4
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PASO 3

Podemos trabajar desde el punto de vista geométrico la igualdad que nos ocupa

Fn+1 Fn T
) +arctg (
n+2 n+3 4

arctg (

Construyamos los nimeros de la sucesion de Fibonacci asi.
a) A un cuadrado de lado 1 unidad de longitud se le adjunta otro cuadrado de lado 1
para construir un rectangulo de 2x1.

Fig. 9. Nivel 1-Sucesion de Fibonacci.

b) A esta figura se le adjunta un cuadrado de lado 2 para construir un rectangulo de
3x2

Fig. 10. Nivel 2-Sucesion de Fibonacci

¢) A la obtenida se adjunta un cuadrado de lado 3 para construir un rectangulo de
5x3, y asi sucesivamente.

Fig. 11. Nivel 3-Sucesion de Fibonacci
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En resumen, las etapas intermedias se obtienen adjuntando un cuadrado . aun rec-

tangulo - al que se le adjunta otro cuadrado para obtener un rectangulo.

Fn
Fn+2
Fn+l
Fn+3
Fig.12. Nivel n-Sucesion de Fibonacci
En la figura
P
S
T U V

Fig.13. Método Geométrico. Nivel n-Sucesion de Fibonacci

a) Los rectangulos PQUT y RWVU isométricos porque tienen la misma longitud
F,.,=F,+F,+1 y la misma anchura.

b) Sus diagonales tienen la misma medida PU =WU.

¢) Los triangulos PTU, UQP y WRU son isométricos.

- 88 Epsilon, 2018, n° 99, 75-96, ISSN: 2340-714X



RINCON “SAPERE AUDE” ... ;resolviendo problemas?
Sixto Romero

d) Los angulos QUP y WCR son complementarios y por lo tanto el angulo WUP es
un angulo recto.

Por lo tanto, el triangulo PUW es isosceles y rectangulo en el vértice U. Los angulos

T
en la base valen entonces T
El angulo en la base UWP es la suma de los angulos RWU y PWS, el primero en el
triangulo WRU rectangulo en R y el segundo en el triangulo PSW rectangulo en S. Por

T
ello, se tiene que RWU+PWS = n

Usando la razon trigonométrica tangente:

Fn+l

tg (RWS) =

n+2

n

tg (PWS) =

n+3

( Fn+l ) ( Fn ) T
arctg +arctg =—
Fn+2 Fn+3 4

Debemos notar entonces que con el criterio como se ha construido la Fig. 12, se
puede generalizar el resultado obtenido a otros valores que se conformen como términos
de la sucesion de Fibonacci. Llegamos a la conclusion de que los diferentes rectangulos
forman una progresion en recurrencia:

Por lo tanto,

ry=rtr
Yy
ry=rtr

con representando, respectivamente el ancho y el largo del rectangulo inicial. La suce-
sion es una sucesion de Fibonacci generalizada.

NOTA. Asi podemos proponer a nuestros alumnos que demuestren las igualdades
siguientes
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9+23 6+3 V4
"2

+ arct
"8 st 15433 8l 24458

1
14347 ST

+arctg

%+5\/7 §+8\/7

arctg

&1

arc 2\/§+3\/_ + arct \/§+2r z
S BN Bl5+svil | 4

jEste tipo de ejercicio, hace realidad que la Teoria de Numeros y Geometria!, juntas
representan una de las actividades mas interesantes para abrir la mente a nuestros estu-
diantes. Por muy sofisticado que parezca, comprender la gran magia y el poder de los ni-
meros nos ayudara a resolver situaciones que quedan establecidas en la construccion del
modelo matematico como abstraccion de la realidad.

JOYITA: b) En este segundo ejercicio, sin necesidad de utilizar calculadora y sin de-
sarrollar, de forma razonada resolver las cuestiones siguientes:
b. 1. ;En qué cifra termina 1!/+2!+3/+4!+5! ?
LY 1IH214314+41+51+ .. +10! ?
LY IIF21431+41+5146!+ . 100! ?
. Tal vez asuste un poco la pregunta. jy 1!+2!/+3/+...............+1000! ?
. ¢Podemos sacar una conclusion para la suma

ss&sF
T GV NY

n

3.

i=1
siendo n cualquier numero positivo?

SOLUCION
PASO 1
b. 1. Veamos en que cifra termina el nimero expresado en forma factorial
11+21+431+41+5!

Sabemos que
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1'=1
21=1.2=2
De ahi que 1!+2!=3
31=1.2.3=6
41=1.2.3.4=24

De aqui se deduce que, 3!+4!=6+24=30=3.10, termina en cero.
51=1.2.3.4.5=120=12.10, por lo tanto 5!, termina en cero.

Por lo tanto [11+2!]+[(3!1+41)+5!]= [1+2]+ (3+12).10= 3+15.10, termina en 3.

PASO 2
b. 2. (Y 1/+2/143/44!+5/+....+10!?
6!=6.5!=6.12.10=72.10, termina en cero
7'=7.6!=504.10, termina también en cero,
Y asi sucesivamente de 8!, en adelante todos los nimeros terminan en cero.
2143144145146 1471481491+ 101=[ 1 1+21+3+41+51]+[61+7!+8!+9!+10! ]=A+B
Siendo A=[1!42!+31+4!+5!] y B=[6!+7!4+8!+9!+10!]
El numero A termina en 3, y el B termina en 3, por lo tanto

114+21+3 1+, .. +8!49!+10!, termina en 3.

PASO 3
b. 3. (Y 1/+2/+3/+4!+51+6!/+........... 100!?
El nimero
HH214+314+41451+61+. ... 100!=

=[114+21431+414+514+6!1+71+814+91+10! [+ 11!1+121+....+100!]=
=A+H[11+12.11+13.12.11+........ +100.99.98....11]10!= A+B
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siendo
A= 11+21431+41+5!1+61+71+8!+91+10! ]
B=[ 11!+12!+....+100!]= A+[11+12.11+13.12.11+........ +100.99.98....11 110!

Ya hemos visto que A termine en 3, y B termina en 0, Por lo tanto,

H214314+41451+61+. ... 100! termina en 3.
PASO 4
b. 4. (Y 1/+2/43/+ ..o .. H1000! ?
Analogamente se llega a que 1!+2!+3!1+4!1+51+............ +9991+1000!, es un ntimero

que termina en 3.

PASO 5

b. 5. Para cualquier n € N, se tiene que

1 i= 1
n |3 0= 2
ZZ!:
i=1 9 i= 3

3 i= neN,n>4

SAPERE AUDE, EJERCICIOS DE AQUI Y ALLA, PROPUESTAS
Propuesta 1: dos joyitas geométricas

En mi reflexion sobre la necesidad de que la Geometria esté siempre presente, y de
manera adecuada en los curriculo de primaria y secundaria, me parece interesante el tra-
bajo de Pierre Stegen Christine Géron (Haute Ecole de la Ville de Li¢ge) y Sabine Daro
(ASBL Hypotheése), “Favoriser le développement du langage géométrique a la liaison
primaire secondaire” cuya lectura recomiendo

http://www.hypothese.be/upload/files/geometrie.pdf

Este y otros trabajos de investigacion en Didactica de las Matematicas evidencian
que la transicion de la escuela primaria a la secundaria se caracteriza por la ensefianza
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de la Geometria, por un cambio bastante radical. Vamos de una geometria esencialmente
practica (basada en la percepcidon visual luego experimentacion) a una geometria mas
tedrica (también llamada axiomatica basada en el uso de propiedades).

El objetivo es delinear un marco que ubique el rol y el lugar de la adquisicion del len-
guaje en el aprendizaje de la geometria en la conexion primaria-secundaria para com-
prender mejor los trabajos de construccion geométrica que estamos proponiendo en el
Rincon Sapere Aude.

En la propuesta de este numero presentamos dos joyitas:

a) el primer caso de trata de un problema de manipulacion, modelizacion y optimi-
zacion que consiste en determinar la forma y las dimensiones de un canal (jbien podria
ser una alcantarilla!) de volumen maximo construido a partir de una hoja de zinc de una
determinada longitud (M.F.Guisard, I. Wettendorf-Losanges-N°40-2018). En ¢l se deben
estudiar varios tipos de canalizacion, en funcion de las diferentes formas de las seccio-
nes que exploren.

b) El teorema de Napoledn. Se trata de un resultado conocido y que se atribuye al em-
perador Napoledn Bonaparte (también se conoce con el nombre de el Teorema del Em-
perador) aunque se cree que su autor fue Lorenzo Mascheroni, matematico italiano que
logré una aproximacion geométrica del numero n denominada Aproximaciéon de Mas-
cheroni, que al principio de su carrera se intereso por la poesia y griego. En su libro Geo-
metria del Compasso probd que cualquier construccién geométrica que pueda ser hecha
con regla y compas puede ser hecha tinicamente con compas, aunque el primero en dar
ese resultado (hoy conocido como Teorema de Mohr-Mascheroni) fue el danés Georg
Mohr quién publicé una prueba en 1672. La razén por la que ha pasado a la historia con
esta atribucion parece ser que es la gran aficion de Napoleon por las matematicas y su
gran amistad con Mascheroni que le llevaron a estudiar sus libros y a popularizar sus re-
sultados con tanto éxito que, incomprensiblemente, en algin momento se atribuyd este
teorema a Napoleon.

a) Construir una seccion de un canal de capacidad maxima que se puede obtener, en
planta, a partir de una hoja de zinc rectangular de 21cm de ancho paralelamente a su
longitud.

NOTA: Se indica que los alumnos pueden utilizar una hoja DIN-A4 para com-
prender la multitud de pliegues posibles.

29.3 cm

21 cm

Fig. 14. Placa de Zinc rectangular
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b) Sea un triangulo cualquiera ABC. Si se construyen tres tridngulos equildteros a
partir de sus lados, entonces los centros de los triangulos equildteros es también
un triangulo equildtero. (Teorema de Napoleon).

NOTAS.

b. 1. Un teorema andalogo es cuando los triangulos equildteros se construyen en
el interior de los lados de un triangulo y el denominado triangulo interior
de Napoleon también es equilatero.

b. 2. Es sorprendente como la diferencia entre las areas de los triangulos de Na-
poleon, exterior e interior, es igual al darea del triangulo original

Propuesta 2: dos joyitas numéricas

En teoria de nimeros Srinivasa Ramanujan (Erode, 22/12/1887- Kumbakonam,
26/04/1920) fue un matematico indio que con una minima educacién académica en ma-
tematicas puras hizo contribuciones extraordinarias en andlisis matematico, teoria de
numeros, series y fracciones continuas. Ramanujan desarroll6 inicialmente su propia in-
vestigacion matematica en forma aislada; que fue rapidamente reconocida por los ma-
tematicos indios. Cuando sus habilidades se hicieron evidentes para una comunidad
matematica mas amplia, centrada en Europa en ese momento, comenz6 su famosa co-
laboracion con el matematico britanico G.H. Hardy. (Hay que destacar la breve pero
intensa colaboracion con el joven matematico indio Ramanujan era autodidacta sin for-
macion académica formal, como se ha citado, pero con gran capacidad en la resolucion
de problemas. Atn sin formacion académica, Ramanujan habia publicado varios articu-
los en revistas cientificas indias, lo que le hizo adquirir cierto prestigio en la region de
Madras (actualmente Chennai), la zona en la que vivia, y que le sirvié para que el mate-
matico Ramachandra Rao (1871-1936) le ayudase a conseguir un trabajo como adminis-
trativo en la Autoridad Portuaria de Madras; que le dio tranquilidad para poder dedicarse
mas activamente a las matematicas y donde pudo interaccionar con compafieros con for-
maciéon matematica.

Animado por sus colegas indios, Ramanujan escribi6 en 1912 a algunos matematicos
europeos a los que envid algunos de sus trabajos y demostraciones matematicas. No re-
cibi6 respuesta de ninguno de ellos. Tras leer el libro Orders of Infinity de Hardy (publi-
cado en 1910), Ramanujan escribié a Hardy, que recibid su carta en enero de 1913. En su
carta de presentacion, Ramanujan hacia notar que no tenia formacion formal en matema-
ticas, por lo que Hardy debid pensar “otro osado que me escribe en busca de ayuda” y su
primera intencion fue no hacer caso a la solicitud. Sin embargo, algo llamo la atencion
de Hardy en los escritos que acompafiaban las cartas, por lo que empez6 a leerlos con
calma. Tras consultar con Littlewood, los dos identificaron un gran talento matematico
en el joven indio y Hardy le invit6 a viajar a Cambridge para completar su formacion e
investigar. Sin embargo, Ramanujan rechaz¢ la invitacion por razones religiosas, era un
brahman ortodoxo y vegetariano estricto; y al que su religion dificultaba viajar. Sin em-
bargo, Eric H. Neville (1889-1961), matematico amigo de Hardy, le convencié durante
un viaje a la India. Asi, Ramanujan llegé a Cambridge el 30 de abril de 1914, siendo alo-
jado en el Trinity College. El estallido de la I Guerra Mundial facilit6 la prolongacion de
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la estancia de Ramanujan en Cambridge donde, de manera independiente y también en
colaboracion con Hardy, realizé algunas de las aportaciones mas sobresalientes en teoria
de numeros del siglo XX. Al acabar la I Guerra mundial, Ramanujan regres6 a la India,
abandonando Inglaterra el 27 de febrero de 1919, falleciendo el 26 de abril de 1920, tras
problemas de salud que le acompafiaron durante toda su vida).

https://principia.io/2016/02/07/hardy-teoria-de-numeros-y-descubridor-de ramanujan.
IjIyOCl/

Redescubrid teoremas conocidos previamente, ademas de formular numerosas nue-
vas proposiciones. trabajo principalmente encontrando identidades relacionadas con el
nimero 7 'y el nlimero e o los nimeros primos. En general sus formulas son muy enreve-
sadas, pero en su mayoria verdaderas (a posteriori se ha descubierto que algunos de sus
resultados eran incorrectos), y muchas de ellas se han convertido en potentes herramien-
tas para calcular grandes cantidades de decimales de, principalmente, el nimero . Hizo
impresionantes aportaciones a lo que se denomina apilamientos infinitos de radicales

\/ao +bo\/a1 +b1\/a2 +b,./a,

iA estos vamos a dedicar la primera joyita!

La segunda la dedicamos a poner en valor de la importancia de los nimeros compues-
tos. Y aqui los nlimeros primos, una vez mas, constituyen el basamento sobre los que se
construyen todos los numeros (compuestos).

Por eso no es dificil de intuir que los numeros primos son importantes. Pero, ;por
qué? ;Qué tienen de especial? La especial naturaleza de estos nimeros les da una im-
portancia fundamental en matematicas. Los nimeros enteros compuestos, se pueden ex-
presar como productos de potencias de nimeros primos, a dicha expresion se le llama
descomposicion de un nimero en factores primos.

a) Probar que

\/1+2\/1+3\/1+4\/1+5\/ﬁ.... =3

b) Demostrar que un entero natural n que es al mismo tiempo el cuadrado n=p?y el
cubo n=¢? también n es el cuadrado de un cubo.
Generalizando: Si a, b, n, m son enteros naturales con n Am =1y a" = b™. De-
mostrar que existe un numero entero c tal que a=c"y b = c".

NOTA: Las respuestas pueden enviarla a la direccion electronica:
sapereaudethales@ gmail.com
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