Epsilon - Revista de Educacion Matemdatica 2015, Vol. 32(1), n° 89, 49-65

Resolucion de problemas de geometria con material
manipulativo o soporte tecnologico

Kaouthar Boukafri y Miquel Ferrer
Universitat Autonoma de Barcelona

Resumen: La resolucion de problemas permite a los estudiantes entender las matema-
ticas como un todo y evitar trabajarlas como bloques de contenidos curriculares sepa-
rados. A su vez, pasar de hacer ejercicios mecanicos a resolver problemas puede ser
confuso para algunos alumnos. En el presente articulo proponemos como complemento
del enunciado verbal del problema el uso de material manipulativo o soporte tecnolo-
gico en la actividad de enseiianza. Con este fin, presentamos dos ejemplos de problemas
de geometria, detallamos la fase de preparacion de los problemas, su implementacion en
clase, y seleccionamos dos alumnos para ilustrar sus resoluciones.

Palabras clave: Resolucion de problemas, material manipulativo; GeoGebra; actividad
de enserianza; secundaria.

Resolution of geometry problems with
manipulatives or technological support

Abstract: Problem solving let students understand mathematics as a whole and avoid
working with them as separate structures of the curricular contents. At the same time, the
transition from working on mechanical tasks to solving problems can be confusing for
many students. As a complement to the wording of the problem, in this article we suggest
the use of manipulatives or technological support during the teaching activity. With this
aim, we show two examples of geometry problems,; we give explicit details on the prep-
aration phase of these problems and their implementation in class, and select two stu-
dents to exemplify their resolutions.

Keywords: Problem solving, manipulatives;, GeoGebra; teaching activity, secondary
school.
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INTRODUCCION

La resolucion de problemas es un elemento relevante del curriculo de matematicas
para la educacion secundaria obligatoria y el bachillerato en Catalunya (Departamento
de Ensefianza, 2007, 2008), ya que actiia como facilitador en el desarrollo de conoci-
mientos y procesos matematicos del alumnado. Por ejemplo, para bachillerato el curri-
culo establece:

“La resolucion de problemas entendida como un estilo de ensefianza y aprendizaje que faci-
lita la construccion de conocimiento matematico a partir de la experimentacion, la busqueda de
regularidades, y la formulacion de resultados conjeturales” (Departamento de Ensefianza, 2008).

En este articulo nos preguntamos como trabajar la resolucion de problemas en el aula
de secundaria para conseguir que los alumnos adquieran un aprendizaje competencial.
Para ello consideramos relevante que los problemas se puedan resolver siguiendo dife-
rentes estrategias, que relacionen conceptos matematicos y que permitan diversos tipos
de representacion.

En concreto, hemos seleccionado dos problemas de geometria para ser resueltos con
un material manipulativo o soporte tecnoldgico. Luego hemos aplicado una sistema-
tica de tres fases centradas en la preparacion de la actividad de ensefianza previa a la
implementacion de los problemas en clase. Finalmente, obtenemos datos de un aula de
secundaria y seleccionamos dos alumnos para mostrar como resuelven los problemas
planteados.

LA RESOLUCION DE PROBLEMAS MATEMATICOS

Muchos autores (véase, por ejemplo, Mason, Burton y Stacey, 1988; Polya, 1981;
Puig, 1996; Schoenfeld, 1985, 1992) presentan distintas consideraciones respecto del
término «problemay en educacion matematica y las introducen desde multiples perspec-
tivas. Polya (1981) considera que “tener un problema significa buscar de manera cons-
ciente una accion apropiada para conseguir un objetivo claramente concebido, pero no
alcanzable de manera inmediata”. Interpretando esta definicion se llega a la considera-
cioén de que un problema debe cumplir tres condiciones: (a) aceptacion: la persona o
grupo deben aceptar la tarea como un reto y establecer un compromiso formal para re-
solverla; (b) blogqueo: los intentos iniciales no dan buen resultado y las técnicas habitua-
les para abordar la tarea no funcionan; y (c¢) exploracion: se indaga en nuevos métodos
para resolver satisfactoriamente la tarea.

Como analiza Schoenfeld (1985), diferenciar un verdadero problema matematico de
un mero ejercicio es una cuestion compleja y depende en gran medida del sujeto a quien
va dirigida la experiencia:

Ser un problema no es una propiedad inherente de una tarea matematica. Mas bien es una
relacion entre el individuo y la tarea lo que hace de esta un problema para aquella persona. La
palabra «problemay se utiliza para designar una tarea que es dificil para el individuo que esta
intentando resolverlo. Asimismo, esta dificultad debe representar un embrollo intelectual mas
alla de un mero célculo. (Schoenfeld, 1985, p. 74)
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A diferencia de lo que sucede cuando se resuelve un ejercicio, el proceso de resolu-
cion de un problema no suele producirse segin unas reglas preestablecidas. El conoci-
miento y el comportamiento matematico de quien resuelve problemas se puede clasificar
en funcion de: los recursos — conjunto de conocimientos matematicos basicos y nece-
sarios para que el resolutor se enfrente al problema —, las heuristicas — técnicas genera-
les de resolucion —, y el control — la forma como cada persona se enfrenta a la resolucion
de problemas, teniendo en cuenta los recursos y las heuristicas que conoce — (Schoen-
feld, 1985). El cumplimiento, o no, de estos componentes por parte del resolutor es lo
que determinaré la dificultad del problema. Asi, por ejemplo, un sujeto puede presentar
unos recursos adecuados y un buen dominio de la heuristica, pero la falta de seguridad
en su sistema de creencias puede no permitir que alcance la solucion del problema. Por
tanto, comprender y analizar estos elementos es importante para entender como se en-
frenta cada resolutor a un problema, pero también para ser capaz de entender las dificul-
tades que se le presentan.

Fases en la resolucion de problemas matematicos

Polya centro6 su programa en la idea de un «resolutor ideal» (Polya, 1981), es decir, un
individuo que cuando resuelve un problema avanza linealmente desde el enunciado hasta
la solucién. El objetivo del modelo de Polya era conseguir que cualquier persona, con la
ayuda de un tutor, aprendiera técnicas de resolucion efectivas y, asi, se pudiera convertir
en un buen resolutor de problemas. Polya consideraba que un alumno aprende por imita-
cién y practica y, por tanto, se debia combinar la orientacion del profesor con el uso per-
sonal de las estrategias heuristicas. Para ello, present6 una serie de indicaciones con el
fin de que el resolutor pudiera afrontar con mayor facilidad el problema y sugiri6 algu-
nas estrategias que favorecian el proceso de resolucion. Ademas plante6 cuatro fases que
intervenian en una buena resolucion de un problema matematico:

1) Comprension del problema: determinar cual es la incognita y cudles son los datos

y las condiciones que hay que satisfacer. Conviene plantearse si datos y condicio-
nes son suficientes para determinar la incognita, o bien son redundantes o contra-
dictorios. En esta fase puede ser util hacer un dibujo y/o simbolizar el problema
de forma adecuada.

2) Concepcion de un plan: encontrar la relacion entre los datos del problema y la in-
cognita, y reformular el enunciado si es necesario. Considerar problemas pareci-
dos, mas simples, que el resolutor ya sabe resolver.

3) Ejecucion del plan: comprobar que cada paso que se sigue en la resolucion es co-
rrecto y, si es necesario, demostrarlo.

4) Vision retrospectiva o revision de la solucion obtenida: verificar la solucion y el
razonamiento utilizado. Pensar si se puede obtener el resultado de alguna manera
diferente y si la misma técnica de resolucion se puede aplicar en otro problema.
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Figura 1: Papel del artefacto en las fases de la sistematica.

Preparacion de una actividad matematica

Inspirandose en las discusiones productivas de Stein y Smith (2011) y conside-
rando elementos de la orquestacion instrumental de Trouche (2004) y Drijvers, Door-
man, Boon, Reed y Gravemeijer (2010), en Morera (2013) se elabord una sistematica
de seis fases para preparar y gestionar discusiones en gran grupo: anticipacion a través
del arbol, configuracion didactica ampliada, modo de explotacion, monitorizacion, se-
leccion de situaciones y secuenciacion de la implementacion diddctica. Todas las fases
permiten la gestion eficiente de una discusion en gran grupo y pueden contribuir a la
creacion de oportunidades de aprendizaje matematico para los estudiantes (véase, por
ejemplo, Boukafri, Ferrer y Planas, 2015; Ferrer, Fortuny y Morera, 2014a; Morera,
2013), ya que se potencia la adquisicion de habilidades matematicas de alta riqueza cog-
nitiva, procedimental y de autorregulacion. A continuacion detallamos las tres primeras
fases de la sistematica, las cuales son propias de la preparacion de la actividad de ense-
flanza antes de ser implementada con estudiantes.

1) Anticipacion a través del arbol: describe la importancia de prever las posibles res-
puestas de los alumnos, hecho que incluye pensar coémo pueden interpretar la re-
solucion de los problemas y tener un amplio estudio de todas las posibles formas
de resolverlos. Para ello se utiliza el «arbol del problemay (Morera, Chico, Badi-
llo y Planas, 2012), el cual se presenta como una herramienta que permite antici-
par las estrategias de resolucion que seguiran los alumnos en el abordaje de los
problemas y sistematizar aspectos que el profesor desea tratar durante la discusion
en gran grupo. Para mas informacion sobre la elaboracion del arbol del problema,
consultar Ferrer, Fortuny y Morera (2014Db).

2) Configuracion didactica ampliada: consiste en decidir con antelacion qué arte-
factos, manipulativos y/o tecnoldgicos, entraran en juego en el aula. La seleccion
de materiales y la utilidad de estos en clase requiere de una minuciosa prepara-
cién y estudio previo.

3) Modo de explotacion: esta fase estd intimamente ligada a la primera, en la que se
ha elaborado el arbol del problema. Trata de decidir las actuaciones del profesor
cuando gestiona la discusion en gran grupo para guiar a los alumnos y, asi, conse-
guir que estos lleguen lo mas lejos posible en la estructura del arbol.
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Finalmente, en relacion con el planteamiento de la actividad matematica y el apren-
dizaje competencial es importante preguntarse si, por ejemplo: ¢la actividad ayuda a
relacionar conocimientos diversos dentro de la matematica o con otras materias curricu-
lares?; o bien, ;la actividad implica el uso de instrumentos diversos como material que
se pueda manipular, herramientas de dibujo, software, calculadora, etc.? Ademas, en re-
lacion con la gestion de la actividad en el aula, podemos reflexionar sobre si avanza en la
representacion de forma que cada vez sea mas precisa y se utiliza progresivamente len-
guaje matematico mas riguroso'.

Los artefactos

En este articulo entendemos que un «artefacto» es toda herramienta que puede facili-
tar la interaccion entre dos participantes de una clase y ayuda a fomentar el desarrollo de
aptitudes, procedimientos y contenidos matematicos (Ferrer, Garcia-Honrado, Fortuny,
2015). De esta forma, los artefactos favorecen el proceso de ensefianza y aprendizaje de
los estudiantes. En concreto, nos centramos en problemas que se pueden trabajar con ar-
tefactos tecnoldgicos (p.¢j., software de geometria dinamica), manipulativos y otros ar-
tefactos (p.ej., lapiz y papel, y pizarra ordinaria).

Coincidimos con el documento de las “Competencias bdsicas del ambito de las ma-
temdaticas” (Departamento de Ensefianza, 2013), en que un uso de materiales manipulati-
vos, ya sea material disefiado especificamente u objetos cercanos, es imprescindible para
introducir ideas nuevas en clase. Aprender diferentes formas de representar aumentara
la flexibilidad de los estudiantes para que se planteen nuevas situaciones y potenciara la
confianza de los alumnos.

“En el camino de lo concreto a lo abstracto hay, como primer paso, la manipulacion; es
decir, la accion sobre los objetos, y conviene que pese a las dificultades que (...) supone para
el maestro o la maestra, no se olvide este aspecto (...) ya que son las acciones las que desenca-
denan el pensamiento, y sobre las que se pueden construir las representaciones (...). El mate-
rial que facilitamos al alumnado tiene un papel fundamental.” (Bini¢s, 2008, p. 15).

En relacion con la sistematica descrita anteriormente, podemos agrupar las fases en
tres momentos (Fig. 1), que nos permiten distinguir el papel que adopta el artefacto en la
aplicacion de la propia sistematica:

ESTUDIO DE DOS PROBLEMAS. LA RESOLUCION Y PREPARACION DE
UN EXPERTO

En esta seccion presentamos una propuesta completa de resolucion y preparacion de
dos problemas de geometria desde la perspectiva de un resolutor experto. Para cada pro-
blema detallamos la implementacion de las fases de anticipacion, configuracion didac-
tica ampliada y modo de explotacion. Ademas, hacemos especial referencia al uso de

1. Para mas informacion consultar: <http://srvenpbs.xtec.cat/creamat/joomla/index.php/suport-curricular/
73-documents-de-suport-curricular/125-indicadors-competencials>
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Figura 2: Distribucion de los vasos formando cajas

artefactos. En concreto, en el primer problema hemos tomado como artefacto un mate-
rial manipulativo y en el segundo problema el artefacto consiste en un software de geo-
metria dinamica, el GeoGebra?.

Problema 1: ;Empaquetando vasos!

Disponemos de 12 vasos. Cada vaso mide 92mm de altura y 74mm de diametro del borde por
donde se bebe.

Queremos construir una caja lo mas economica posible que contenga los 12 vasos.

Ademas queremos que:

La base de la caja sea rectangular.

Los vasos estén mirando hacia arriba en la caja.

Los vasos no estén situados uno dentro de otro.

Con las restricciones anteriores, ;qué hace falta minimizar para construir la caja mas econo-
mica posible? Razona tu respuesta.

(Qué dimensiones tendra la caja? Justifica tu respuesta.

Proponemos un problema de optimizacion de superficies. Durante la fase de antici-
pacion a través del arbol discutimos los principales objetivos, que en nuestro caso son:

2. GeoGebra es un programa de geometria dindmica con codigo abierto y que se encuentra disponible en
linea: <http://www.geogebra.org>
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(1) estudiar qué elementos influyen en la minimizacion de la superficie y qué elementos
son relevantes; (ii) identificar qué dimensiones caracterizan un ortoedro; (iii) relacionar
propiedades en el plano y el espacio; (iv) evitar el calculo excesivo y reflexionar antes;
y (iv) utilizar el material manipulativo para estudiar la viabilidad de las respuestas de los
alumnos y, asi, poder comprobar si sus propuestas son posibles.

En el arbol del problema (véase el Anexo 1), el primer paso es entender las condi-
ciones del enunciado, es decir, ;qué posicion han de cumplir los vasos? Deben estar mi-
rando hacia arriba, no deben estar situados uno dentro del otro y la base de la caja tiene
que ser rectangular. Las opciones que resultan consisten en distribuir los vasos formando
cajas de 1x12, 2x6 y 3x4 vasos (Fig. 2).

Puede darse la posibilidad de que el estudiante solo identifique una de las posibles
cajas que cumplen con las hip6tesis del problema. En tal caso se le pedira una justifica-
cion de por qué considera que es la opcion dptima.

Las estrategias para resolver el problema pueden ser varias, pero en el arbol conside-
ramos las opciones de centrarse en el area de las paredes laterales (véase E2 en el Anexo
I), o en el perimetro de la base (véase E3 en el Anexo I).

Llamamos d al didmetro del vaso y % a su altura. Si nos centramos en el area, tenemos
que la expresion general para calcularla es la siguiente:

A = 2 - (area de la base) + 2 - (area de la pared lateral,) + 2 (area de la pared lateral,)

Asi, obtenemos que el area de cada caja en funciéon de d 'y 4 es:

Tabla 1: Area total de la caja en funcion de la distribucion de los vasos

Caja Area total

1x12 2 - (12d*+ 12dh + dh) = 24d? + 26dh
2x6 2 - (12d?* + 6dh +2dh) = 24d? + 16dh
3x4 2 - (12d? + 4dh + 3dh) = 24d? + 14dh

Dado que en todas las cajas deben caber 12 vasos, tanto la base como la tapa de todas
las posibles cajas van a tener la misma superficie, podemos pues no considerar el valor
del area de la base. Indistintamente, con los resultados de todas las areas queda probado
que la caja con menor area es la 3x4 (véase la Tabla 1).

Otra opcion consiste en centrarse en el perimetro de la base:

Tabla 2: Perimetro de la base en funcion de la distribucion de los vasos

Caja Perimetro de la base
1x12 2 - (d+12d)=26d
2x6 2-(2d+6d)=16d
3x4 2-(3d+4d)=14d
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En la Tabla 2 observamos claramente que la caja con menor perimetro es la 3x4.
Dado que la altura de los vasos es constante, igual para todas las cajas, podemos afirmar
que la caja que necesita menos material es la 3x4.

También es importante calcular las dimensiones que determinan la caja (véase E4 en
el Anexo I). Ademas hay que realizar la conversion de unidades correspondientes, te-
niendo en cuenta que los vasos miden 92mm de alto y 74mm de diametro del borde por
donde se bebe.

Asi, podemos afirmar que dadas las hipotesis del enunciado la caja mas econémica
es la 3x4 vasos, con dimensiones 222mm x 92mm x 296mm (véase E5 en el Anexo I).

Respecto a la configuracion didactica ampliada, en este problema consideramos el
uso de artefactos manipulativos: 12 vasos de plastico, cartulina de diferentes colores,
papel para que los alumnos desarrollen sus propuestas y la pizarra para que la profesora
realice anotaciones para todos ellos. En el desarrollo de toda la actividad, el material ma-
nipulativo debe encontrarse al alcance tanto de la profesora como de los alumnos.

Finalmente, proponemos un modo de explotacion en el que los alumnos trabajen en
pequefios grupos o parejas, pero que anoten sus propuestas de forma individual. Repar-
timos el material entre los diferentes grupos y lo retiramos cuando consideramos que se
convierte en un elemento de distraccion. El problema esta pensado para ser trabajado en
una sesion de clase. La profesora dirige una discusion en gran grupo posterior al trabajo
por parejas para compartir con el resto de alumnos las diferentes propuestas. También
tiene en cuenta las posibles conexiones entre las propuestas usando el material manipu-
lativo como soporte a sus intervenciones. Finalmente, se anima a los estudiantes a revi-
sar sus propuestas, si asi lo consideran, y se les da la posibilidad de modificar, corregir y
anadir todo aquello que consideren oportuno.

Problema 2: ;Puntos medios con una intrigante propiedad!

Dada una circunferencia, consideramos un punto, 4, situado encima de la circunferencia y un
punto B exterior a ella. ;Qué cumplen los puntos medios de A y B cuando desplazamos A4 por
encima de la circunferencia? Argumenta tu respuesta.

En lo relativo a la fase de anticipacion a través del arbol, en primer lugar identifi-
camos los objetivos matematicos del problema y los enunciamos de la siguiente forma:
(1) estudiar la homotecia como un caso particular de semejanza en un problema donde
la transformacion geométrica queda oculta en la soluciodn; (ii) utilizar tridngulos en po-
sicion de Tales y el teorema de Tales para argumentar la solucién matematica de un pro-
blema basado en la homotecia; y (iii) darse cuenta de la importancia de utilizar GeoGebra
para conjeturar la solucion de un problema y poder realizar la argumentacion matema-
tica posterior.

Segun el arbol del problema (véase el Anexo II), lo primero que deberian hacer los
alumnos es conjeturar la solucion (véase E2 en el Anexo II). Para ello, tendrian que re-
presentar la situacion descrita por el enunciado (Fig. 3) y, a continuacion, activar el ras-
tro del punto medio entre 4 y B.
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Figura 4: Conjetura de la soluciéon con GeoGebra
la original (Fig. 4). En caso de que un estudiante no sea capaz de rea-

lizar la construccion, ya sea por un bloqueo en la comprension del enunciado o por des-
conocimiento del funcionamiento del artefacto, el arbol también incluye mensajes de

apoyo para ayudar al alumno a seguir con la resolucion (véase E1 en el Anexo II).

A continuacion, los alumnos deberian preguntarse cuestiones sobre la medida del

radio de la circunferencia solucién y como obtenerla (véase E3 en el Anexo II). En caso
de que estas preguntas no se produzcan, el profesor puede formularlas y, asi, ayudar a los

De esta forma, los alumnos podrian conjeturar que la solucion es una circunferencia
alumnos a que sigan avanzando en la resolucion del problema.

7

mas pequefia que

7,
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Figura 5: Aplicacion con GeoGebra del teorema de Tales

Por ultimo, los estudiantes deberian argumentar la soluciéon conjeturada. A continua-
cion se detalla una construccion que prueba que la solucion es una circunferencia homo-
tética a la original y con radio la mitad (véase E4 y ES en el Anexo I).

Si construimos los tridngulos OAB y trazamos una paralela a OA que pase por el
punto medio de 4 y B (Fig. 5), observamos que, por el teorema de Tales, esta recta cor-
tara OB por el punto medio, C. Asi, los tridngulos OAB y CPM, 3B se encuentran en po-
sicion de Tales y, como PM, 3 es el punto medio de 4 y B, por el teorema de Tales, C
también lo sera de OB. Entonces, el radio de la circunferencia original, OA, sera el doble
que el de la circunferencia solucion:

BPMA,B ey BA s BPMA,B _ ZBPMA‘B & 0OA _ ZBPMA'B

i
o — = - =2) & PM,5C==0A
PM,;C A0 PM,5C 0A PM,zC  BPM,, (=2)© PMypC =3

Por tanto, queda probado que la solucion de este problema es una circunferencia ho-
motética a la original, con respecto del centro de homotecia B, y de radio la mitad.

Respecto a la configuracion diddactica ampliada, consideramos el uso de dos artefactos
tecnologicos: GeoGebra y proyector para visualizar las soluciones en clase. Se considera
que los alumnos pueden resolver la actividad directamente en un fichero de GeoGebra y
el profesor puede utilizar un proyector para mostrar diversas soluciones durante la clase.

Finalmente, sugerimos un modo de explotacion que presenta un ciclo de trabajo co-
laborativo y comprende dos sesiones de clase. En la primera, los alumnos trabajan por
parejas, con GeoGebra, y resuelven el problema. En la segunda sesion, el profesor di-
rige una discusion en gran grupo que gestiona de acuerdo a su criterio profesional. Para
ello, debe tener en cuenta las soluciones de los alumnos trabajando por parejas y los ele-
mentos descritos en el arbol del problema 2. Luego se pide a los alumnos que reflexio-
nen individualmente sobre la resolucion del problema y que incluyan en su fichero de
GeoGebra todos los elementos que no habian considerado en la resolucion por parejas.
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EXPERIMENTACION EN EL AULA. LAS RESOLUCIONES DE DOS
ALUMNOS

La experimentacion de los dos problemas en el aula se realizé en dos clases ordina-
rias con alumnos de secundaria — 1° de ESO para el primer problema y 3° de ESO para
el segundo problema —. El centro educativo donde se obtuvieron los datos pertenece a
un ambito sociocultural medio-alto y cumple con el desarrollo curricular normativo del
Departamento de Ensefanza de la Generalitat de Catalunya. La profesora que gestiono
las sesiones de clase era la docente habitual de matematicas de los alumnos. En el mo-
mento de la experimentacion, la profesora presentaba ocho afos de experiencia docente
en el mismo centro de educacion secundaria. Para gestionar las clases tuvo a su alcance
los arboles de los dos problemas y los comentarios relativos a las fases de configuracion
didactica ampliada 'y modo de explotacion.

En los dos problemas se sigui6é un ciclo de trabajo que combinaba la resolucion por
parejas, la discusion en gran grupo y la posterior reflexion escrita e individual de los
alumnos. A continuacion detallamos las resoluciones finales de Jorge para el primer pro-
blema y de Andrea para el segundo problema. Ambas respuestas estaban en el mismo
documento o fichero de GeoGebra, y se pidio a los alumnos que escribiesen en dos co-
lores distintos: azul para el trabajo en pareja, y negro o rojo para la reflexion individual.

Jorge y su compaiiero de trabajo consideraron que la caja mas econémica, es decir,
la que requeria menos material, era aquella que presentaba menos area (véase la pri-
mera imagen de la Fig. 6). Para justificar su respuesta, estos alumnos realizaron los cal-
culos detallados en la Tabla 1, tomado d = h =1 (véase E2 en el Anexo I), y obtuvieron
que la caja que tenia menor area era la caja 3 x 4 (véase la segunda imagen de la Fig.
6). Después de la discusion en gran grupo, Jorge recogio en su dossier las propuestas de
sus compafieros (véase la tercera imagen de la Fig. 6). La primera propuesta que detalld
Jorge se correspondia con la estrategia E3 del arbol del primer problema (véase el Anexo
I), la cual consideraba que la mejor caja era aquella que presentaba menor perimetro. En
la segunda propuesta, Jorge considerd que cuantos menos vasos estuviesen en contacto
con el borde de la caja, menos material seria necesario® (figura 6).

En la resolucion individual posterior a la discusion en gran grupo del segundo pro-
blema, Andrea cre6 varios puntos encima de la circunferencia original (véase circunfe-
rencia de centro 4 en la Fig. 7) y, para cada punto, construy¢ el correspondiente punto
medio respecto de C. Asi observé que se creaba la silueta de una circunferencia mas pe-
quefia (véase E3 en el Anexo II). Luego, con el GeoGebra activo el rastrd de los puntos
medios e identifico que la transformacion aplicada era una homotecia que tenia como
centro el punto C. Para calcular la razon de semejanza y justificar la eleccion del centro
empled el teorema de Tales (véase ES en el Anexo II). Por este motivo, dividié la lon-
gitud del segmento PC entre la longitud del segmento FC, obteniendo que la razon era
igual a %2 y el centro de la homotecia se correspondia con el punto V.

3. Durante una entrevista realizada a Jorge, posterior a la resolucion del problema, el alumno nos indico
que no habia considerado la opcion de minimizar el perimetro.
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Notas:

1. Minimizar el area.
2. La caja solucion es la caja 3 x 4 vasos.

3. La mejor caja es la que la tapa tiene menos perimetro. Cuantos menos vasos estén en con-
tacto con el borde mejor.

Figura 6: Fragmento de la resolucion de Jorge para el primer problema
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Circunferencia de e = 34.96 \ ’

7 \
Si creem varis punts per sobre de la circumferéricia amb centre A i fem el punt mig, veurem que es crea la silueta d'una circumferéncia més petita.
També podem activar el rastre d'un dels pup& Hi ha una homotécia, el centre d'homotecia del qual és C.

\

’

La ra6 de semblanca sabem que és ll/Z’peruué si dividim el segment PC entre FC dona 0(\ mig (1/2).

Per descobrir el centre de la circumfgréncia utilitzem Tales (centre cercle petit=V)
’

\

(Jo ho he fet amb les media(riU)r’els punt TU i ST per ser més exactes amb l'ordinador). v

1

Notas:

1. Si creamos varios puntos por encima de la circunferencia con centro A [izquierda] y ha-
cemos el punto medio, vemos que se crea la silueta de una circunferencia mas pequeiia.
También podemos activar el rastro de uno de los puntos. Hay una homotecia, el centro de
homotecia del cual es el punto C.

2. Larazon de semejanza sabemos que es Y2, porque si dividimos el segmento PC entre FC
obtenemos 2. Para descubrir el centro de la circunferencia utilizamos Tales (centro del
circulo mas pequefio = V).

Figura 7: Resolucion final de Andrea para el segundo problema.

CONSIDERACIONES FINALES

El objetivo principal de este articulo era estudiar como la resolucion de problemas en
el aula de secundaria favorecia que los alumnos adquiriesen un aprendizaje competen-
cial. Para ello, hemos mostrado que una buena seleccion de problemas competenciales
permite que emerjan diferentes estrategias de resolucion, procesos y conceptos mate-
maticos en el aula. Ademas, anticipar la actividad matematica en clase favorece que el
profesor pueda aproximarse a los procesos de resolucion de los estudiantes y realizar co-
nexiones entre ellos.

En relacion con las cuatro fases propuestas por Polya, el profesor puede ofrecer ayu-
das en funcion del estadio en el que se encuentra la resolucion del alumno, evitando
asi explicar directamente la solucion del problema. Por ejemplo, es diferente el tipo de
ayuda que el profesor puede ofrecer a un alumno que no entiende las condiciones del
enunciado del problema, o bien la ayuda que debe proporcionar a un estudiante que no
recuerda la formula del perimetro de un circulo. En este punto el artefacto facilita que
el profesor identifique la interpretacion del enunciado del problema que realiza cada
alumno y los procesos que siguen en su resolucion.
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La preparacion de los problemas que se realizé antes de la implementacion en el aula
tuvo repercusion en las resoluciones finales de los alumnos. Tanto Jorge como Andrea
fueron capaces de resolver satisfactoriamente los problemas. Los alumnos iniciaron la re-
solucion manipulando el artefacto, hecho que les condujo a abordar el problema centran-
dose en una estrategia concreta. No obstante, en la discusion en gran grupo se favoreciod
que los alumnos compartiesen diferentes estrategias, las cuales dependian de multiples
factores. Algunos ejemplos son el tipo de manipulacion del artefacto, la gestion de la
clase que realizo la profesora o los conocimientos previos de los alumnos. Por tanto, la
discusion en grupo se postuld como un elemento clave para favorecer el aprendizaje com-
petencial, ya que los alumnos se centraron habitualmente en la ejemplificacion de cal-
culos aritméticos y omitieron, en sus protocolos escritos, la redaccion argumentada del
proceso de resolucion que habian seguido. Aun asi, la reflexion individual posterior a la
discusion en gran grupo resultd importante para que Jorge y Andrea incorporasen en sus
protocolos escritos nuevas estrategias que no habian considerado trabajando por parejas.

Finalmente, en futuros trabajos sera interesante continuar estudiando este tema para
determinar hasta qué punto la manipulacion es capaz de fomentar las habilidades mate-
maticas de los alumnos en la resolucion de problemas matematicos.
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Anexo I: Arbol del problema 1.

¥0S3I0Hd
SEpENoBpe
sapepiun se| us SEELyonAx
SOjep so| esaJdx3 g3
Ganuo aAeN
NVHO NI
NOISNOSIa NQISNOSIa
¢eleo eun Jeujwiejep
(equis o) eied sowe)isaoau

anbisuoco PepIpuUNjoJd X BINYE X CUDUE 10BULIOJU| BNDY?
e :ejsandsal e esaldx3 #3 v :

anbisuoa
o] oN

I AS Bev ielea e pipua) *SE||8 81jUS $3UNLUIOD
- ssuo|sualup enp? sopedse eujuueeq
i:ﬂﬂncs !l 458UCIIPUOD SB|
uesyuen sefes onn? uedyuen sefes enp?
LBWIUW B 53 Bnb zewuiw e| §8 anb
JeinBese sepand? e _einBese sepang?
ou ou

2enBisuod’
o7?

Zonbisucs
o7

(ou o aseq k| Us asopueljuad)
sapaled se| ap onewed
|8 Jeziwuiw e)e;j sory anb
BUIULIZ)eP [elelEW [8 UoD (gF

(sapased
SE| 9P 0[0S © [2)0}) Efed Bl 8p
Balg [0 JEZILIUIL BY|e) adey anb
BUlLLBI8p [BUBIEW |8 LD 123

HOS340ud
130 VanAY

anbisuco
ojoN

£0uesasU [eusjew
|e Jeujuusiap eied

SE}|s808U S0jEp 9D ?
£SOSEA $O| JE90|CD

uspend 8s owpy?

cenboig 113

ZeAlan

o7?

_ o

|wguosa sew efes ef Jnijsuos ered Jujw e}y eoey pnb eujuueleg?

ou

7,

Epsilon, 2015, Vol. 32 (1), n° 89, 49-65, ISSN: 2340-714X

64



Resolucion de problemas de geometria con material manipulativo o soporte tecnologico

Kaouthar Boukafri y Miquel Ferrer

Anexo II: Arbol del problema 2.

‘BIo9joWoY B|
UBZUSIOBIED ANb SCjUBLIBIS
0| EJNdxa A BUILLSIRQ

OdNyo
NVHO N3
NoIsnasia

asopughode euozel
A saje] ap uowisod

‘BIB.08) 8)83 Us

eAnnsuoD :Z's3

“BRAjOWoY
€] ue opeseq
ue sonbueuy -- OJUBILEUOZE!

un ez|jeay 1163

B|_|9

£BUiBLO oipel jap % 83
‘olpes ns enb A eousseunalio
BUN §8 UOPN|OS ) Anb
‘inBas Jejsa sapand owoy?

730 vana

a

“gjuswnBie e| A ews|qoid
|8p UQIN|CS B| SJUBLIRIOBLI0D
einjeluco eigenoes) U 63

' JeuiBuo e| anb peyw
B OlpEJ 9P BIDUSIBJUNDIID
BUN USJU0Sap Solpal
sojund so7, :ojdwals 104
gjuswnbie | ou

ouad uopn|os Bl sjuawWePaLeY [}
einjeluoo eigenHoas) UoD 3 "

HYOSIJoud
730 vanay
“uglonjosal e| Uod
anbjs oben ojpeu anBisuod
ojund [op oxses ©| ON
18 1BAR2E US|
ey il
4 £} senjafuoo ewawl
e oben ‘opeR
* JeuiBuo e| anb eusnbad sgw P Em%Ew___ﬁ%cou —_— |ap ugoenyis
EIOUSIBJUNSID BUN JBQUISBp il g B| BIGEDOID
solpaw soyund so, :odwala 104 ! uuwmnﬂ wm uod |
-gjuswnbie e ou \
K esjoeid odod ewio) ep ugionjos s M_MEMM_MWSG

ej einjeluoo eigenoes) uoD (g3

| Bjussaiday :z3

_ oenbog ;13 _

ou

JEBloualajunalp e] ap Ewous Jod t soweze|dsep opuens g A  ap sojpaw sojund soj sjdwna uagap enb eulwielag?

Epsilon, 2015, Vol. 32 (1), n° 89, 49-65, ISSN: 2340-714X

65



